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Intr.l.

I. Points de vue extensionnel et calculatoire

[ . . [P 4
Si nous considérons les deux fonctions suivantes, definies sur N :
. n n n
0 si xyzn=0, ou n=1, ou n=2, ou x +y # 2z
XyY,2,0 >
1

sinon
F2 : Xy ¥y2,0 }— 0

du point de vue des graphes associés, ces deux fonctions seront égales
ou distinctes, suivant que le grand théoréme de Fermat est vrai ou faux.
" Par contre, les idées qui servent & définir ces deux fonctions (ou mieux :
leurs algorithmes respectifs de calcul) sont trés différentes, et ceci
indépendemment de la vérité du théoréme de Fermet.
de vwe
En résumé, il faut distinguer entre deux points dans 1l'étude des objets

mathématiques, et spécialement des fonctions :

- le point de vue extensionnel, pour lequel les fonctions sont des graphes,

1'écalité extensionnelle entre fonctions étant par définition I'identité des

graphes., Ce point de vue se traduit, en théorie des ensembles, par 1l'axiome
d'extensionalité.

- le point de vue intentionnel (ou mieux, algorithmique, calculatoire )

pour lequel les fonctions seront d'avantage des algorithmes, des procédés de
calcul. L'égalité intentionnelle (ou algorithmique, calculatoire) est alors
définie comme 1'égalité des algorithmes, modulo un certain nombre de de

transformations simples.

En fait la situation est plus complexe gqu'il ne semble, car si
1'égalité extensionnelka une signification univoque, les propriétés
de 1'égalité algorithmique dépendent essentiellement du choix des
"transformations simples" dont nous avons parlé. Par exemple, les
deux fonctions calculatoires définies par les algorithmes

F: x,yx+y et G : x,yHy +x

seront égales ou non, suivant que la commutation de la somme sera ou
ne sera pas parml nos "transformations simples". I1 faut de plus
remarquer que, si en général les transformations en question se
ramenent & des suites de transformations récursives primitives, ceci
ne signifie pas que 1'égalité algorithmique soit décidable, et

a fortiori, récursive primitive. (Par exemple, dans les systémes
fonctionnels que nous étudions, l'identité des formes normales est
une égalité algorithmique décidable, mais qui n'est pas récursive
primitive).
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Le point de vue algorithmique permet la plupart du temps de définie une

égalité décidable entre fonctions.

Dans les systémes que nous utilisons par la suite, des fonctions aussi
élémentairement semblables que F et G ne seront pas identifiées : F et
G seront représentées par deux assemblages formels ﬂxjxy x+¥ et

2 x)y y+x que nous considérerons.comme . itréduetiblesiun & 'omlbw.

I1I. Systémes fonctionnels (Etude syntaxigue)

Les recherches en théorie de la démonstration ont mis en avant la notion

de systéme fonctionnel.

Commengons par une mise au point :
- d'abord, les termes "fonctionnel", "fonctionnelle" évoquent des opérations
extensionnelles (définies sur des graphes), alors que justement les systeémes

et objets en question sont 1'illustration-méme du point de vue algorithmique.

Il serait bien plus correct de parler de "symboles fonctionnels",
"systéme de symboles fonctionnels", et de réserver la terminologie
"fonctionnelle","systéme fonctionnel" pour l'interprétation de ces
notions (voir III). Dans la suite de cet exposé cependant, nous
emploierons systématiquement 1l'abus de langage qui consiste & appeler
"fonctionnelles" les assemblages qui les dénotent.

- ensuite, il faut bien préciser que nous ne disposons pas & 1l'heure
actuelle d'une définition générale de la notion vague de "systéme fonctionnel?
Ceci dit, nous décrivons dans la premiére partie de l'exposé un certain nombre
de structures mathé natiques qu'on a l'habitude d'appeler "systémes fonctionnelk
Nous allons décrire sﬁccintement quelques uns de leurs points communs
marquants. Pour la raison que nous avons donnée, cette description mne doit
pas €tre prise pour une définition dogmatique.

1. Les objets des systémes fonctionnels (termes, fonctionnelles, ou mieux,

symboles fonctionnels) sont obtenus au moyen de constructions combinatcires.

Ainsi, étant donnés des termes a et b et une variable x, nous pouvons
former (dans certaines conditions) les termes Axa, a(b). Le caractare
combinatoire des termes (et des .types) est 1ié a des questions de
décidabilité. Dans le cours de 1l'exposé, nous envisageons méme des
termes qui ne sont pas obtenus par des méthodes combinatoires (u:iilisa-
tion de suites infinies), mais il ne s'agit 1a que de constructions
temporaires, liées & certaines exigences démonstratives.
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2 Les objets des systémes sont classifiés & 1l'aide de types. Chaque
fonctionnelle posséde un type unique. Les types sont eux aussi des objets
combinatoires. Les types servent aussi & réglementer les constructions de
fonctionnelles : les fonctionnelles Byyecesd , NE pourront &tre utilisées
dans une construction que si leurs types respectifs satisfont certaines

conditions symtaxiques, dépendant de la construction envisagée.

Par exemple, si a est de type T, x de type s, Axa est de typeGaT.
Nous ne pourrons formmer a(b) que si le type de a s'écritewz, le type
de b étant alors o .

Enfin, dans certains systémes, comme OFZ’ les types peuvent aussi agir
réellement sur les fonctionnelles.(Contrairement & ce qui se passe dans le

systéme de Godel OF,)

Par exemple, si a est de type Nacr[l, et T est un type, a(t}‘est ne
fonctionnelle de type6[t].

3. Pour chaque type 6, on définit un préordre /= entre éléments de type « .

/= s'appelle réduction, et correspond a 1'idée de calcul.

Par exemple, on a : Axa (b) /= a|b] et DIxaftr} /= altl, ol
a[C) désigne la substitution combinatoire de l'objet (fonctionnelle
ou type ) C pour la variable (x oue ).

D'un point de vue élémentaire, la description de /= en tant que

préordre peut &tre avantageusement précisée comme suit : on dispose
d'une relation binaire /=_ , de réduction stricte (& ne pas confondre
avec /=, de la premiére partie; /=_ est introduit en début de seconde
partie). a /=_ b signifie que b est obtenu a partir de a en utilisant
exactement une régle de calcul. /= est alors la relation réflexive

et transitive associée & /=_. /=_ doit vérifier la propriété : pour

tout a; l'ensemble des b tels qug a /=_ b est fini, c'est & dire qu'étan
donné a, il n'y a qu'un nombre fini despremiéres étapes de calcul de a.

On définit d'autre part un certain nombre d'éléments maximaux pour /= , que
l'on appelle éléments normaux. Un élément normal est donc un des points

d'aboutissement désirables pour un calcul.

En fait, les éléments normaux vérifient la condition suivante (plus

forte que la maximalité) : si a est normal, alors il n'existe pas de
b tel que a /= b, Par exemple, dans le lambda~-calcul (qui n'est pas
un systéme fonctionnel, dans le sens ol nous l'entendons), le terme

non normal (Ax x(x) )(Ax x(x) ) est maximal pour /=, mais se réduit

strictement en lui-méme. Un terme sans rédion strict n'apparaft pas

nécessairement (d'un point de vue élémentaire ) comme normal (c'est

le cas dans les systémes contenant GD et RED); c'est par contre vrai
si le terme possdde tous ses rédions stricts (voir partie II).
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La relation /= est supposée vérifier un certain nombre de propriétés,
par exemple que deux calculs effectués suivant des "chemins" différents,

4 partir d'un méme point de départ, donnent le méme résultat, ce qui se

traduit par la propriété de Church-Rosser : si a /= Db et a /= c, alors
il existe d, b /= d et ¢ /= 4.

Par exemple, soit dans le systéme OF, une définition du produit et
de la puissance n-ieme, aygs la régle a.0 /= 0., Si nous devons
calculer 1l'expression 103 .0, divers chemins de réduction peuvent
8tre utilisés, et ils donnent tous le méme résultat. Mais un de ces
"chemins est nettement plus court que les autres, et nous sommes
autorisés.par Church-Rosser & ne considérer que ce chemin.

Toutes les propriétés dont nous venons de parler sont vérifiables au
moyen de raisonnements élémentaires. Il n'en va pas de méme pour la
propriété essentielle que nous allons énoncer maintenant :
Le préordre inverse de /= est blen fondé, et ses éléments minimaux (les
éléments maximaux de /= ) sont exactement les termes normaux. En particuiier,

/= est un ordre.

Traduit en termes de /=_, ce qui précéde s'énonce précisément :
pour chaque terme a, toutes les suites de réductions strictes partant
de a sont finies, et les éléments terminaux des calculs sont normaux.
Ceci s'énonce "tout terme est absolument normalisable". Comme, pour
un terme donné a, l'ensemble des rédions stricts de a (les b tels que
a /=_b ) est fini, ceci peut s'énoncer plus simplement par le

=R e . Ly
théoreme de Brouwer-Konig sous forme arithmétique. Remarquons que,
si a est absolument normalisable, alors a ne se réduit pas strictement
en lui-méme. Pour prouver que tous les termes d'un systéme donné sont
absolument normalisables, il est nécessaire de faire intervenir le
concept de terme héréditairement absolument normalisable, ou réductible.
L'énoncé qui formalise la réductibilité ne se met pas sous forme
élémentaire en général.(Pour OF,, la réductibilité n'est pas arithmé-
tique, pour OF,, elle n'est pas analytique). En résumé, le résultat
qui nous intéresse (l'absolue normalisabilité de tous les termes) est
arithmétique (TT. ), mais sa démonstration nécessite un détour par
une notion (la réductibilité) qui ne 1l'est pas.

Dans les systéemes associés aux théories non prédicatives, comme OF la

2’

définition correcte de la réductibilité est trés délicate.

Un terme de type primitif clos, comme le type o des entiers sera
réductible ssi il est absolument nérmalisable (AN). De méme, un terme a
de type (6—7T) sera réductible ssi pour tout b réductible de type T,
a(b) est réductible de type T . Un terme a de typel«s sera réductible
ssi pour tout type ©, et toute définition "arbitraire" de la réducti-
bilité de type T §° a{;}est réductible de typeo[t], si on définit cette .
notion en prenant, pour chaque apparition de ¢ qui remplace une
apparition de & dans 0, cette définition "arbitraire" comme définition
primitive de la réductibilité de type ¢ . Nous allons revenir
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sur la notion de définition "arbitraire". Remarquons tout de suite

que la réductibilité pour le terme a deitypeé -nlest pas.définie enc .:
fonction du premier symbole de a. (Contrairement & ce que font, par
exemple Martin-Lof et Prawitz). Ce point est important pour la
formalisation des résultats; il necessite par ailleurs de compliquer
les démonstrations, en intréduisant la notion essentielle de simplicité.
D'autre part, l'emploi de définitions arbitraires (dans un certain
sens) de la réductibilité permet deé résoudre le:probléme-posdrsar

la circularité inhérente aux types universels.

Dans le cas de OFZ’ la réductibilité se définit donc par quantification
sur un ensemble de définitions "arbitraires™ de la réductibilité, les

candidats de réductibilité, ou CR. Le probléme de la définition correcte

" 'de la réductibilité se raméne donc au choix de la définition des CR.

D'abord, en vue de ce que l'on veut démontrer, l'ensemble des termes

AN de type ¢ doit 8tre un CR de type 6, et ce fait doit &tre une
évidence élémentaire. D'autre part, l'ensemble des CR doit &tre clos
par rapport aux constructions effectuées lors de la définition induc=-
tive de la réductibilité. On definit donc un CR de type & comme un
ensemble de termes de type o satisfaisant aux conditions cruciales
(CR 2) Tout élément de A est AN.

(CR5) Si a€ A, et a /= b, alors bEA,

I1 nous faut enfin une condition (la plus importante) nous permettant

de dire qu'un CR posséde"suffisamment"d'éléments : pour celd on

définit les termes simples, dont la propriété essentielle est la

suivante : si a est simple, tous les rédions stricts de a(b) (resp. abp
sont de la forme a'(b') (resp. 8'{z}) avec a /= a', b /= b'. Dans

le cas - des systémes fonctionnels isémorphes & des systémes-de- no

déduction naturelle, les termes simples correspondent aux déductions
qui ne se terminent pas par une intraduction (si les seules coupures
considérées sont du type introd./élim.). On énonce alors

(CR 4) Si a est AN et simple, et si tous les rédions stricts de a

sont dans A, alors a€ A. En particulier:

(CR 3) Si a est simple et normal, alors a€A.

Ces définitions sont parfaitement adaptées pour la démonstration du

théoréme de réductibilité dans la plupart des systémes fonctionnels.

2

De plus, quelques retouches mineures des définitions suffisent & assurer

la formalisabilité locale de la démonstration, pour OF2, par exemple, dans
HAZ' Par contre, ces définitions perdent leur caractére opératoire quand

se pose le probléme des réductions commutatives, ou ultra-réductions, dans

les systémes possédant des types disjonctifs et/ou existentiels.

La raison de cette difficulté s'explique ainsi : si t n'est pas
simple, on peut toujours trouver, dans les systémes sans ultra-réduc-
tions, un entier n (dépendant du premier symbole de a) tel que tous
les dégénérés n-itmes de a (les termes obtenus a partir de a quand

on a effectué n fois l'opération () oud}) soient simples, et on

peut alors appliquer (CR 4) & ces dégénérés.
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Dans le cas des réductions commutatives, il n'y a pratiquement plus

de termes simples, du moins si on s'en tient a la définition primitive.
On est amené ainsi & modifier la définition de la simplicité, de
maniére a préserver les résultats obtenus précédemment, et a trouver
un nouveau principe, analogue & (CR 4) qui puisse nous permettre

de raisonner dans le cas ou ce critére est devenu inopérant. Le
résultat est le critére (CR"4), que nous ne décrirons pas ici. La
démonstration de 1l'adéquation de ce critére est fort longue. ( CR"4
est une généralisation des principes employés par Prawitz dans sa
démonstration de la réductibilité pour les systémes du premier ordre
avec ultra-réduction.) La démonstration que nous donnons sepr&te encore

\

a4 une formalisation locale presque immédiate.

III. Interprétation des fonctionnelles

D'aprés ce qui précéde, toute fonctionnelle est majorée, pour /=, par

une fonctionnelle normale unique, sa forme normale. En ce sens, on peut

dire que les régles de réduction donnent une signification aux fonctionnelles

par l'intermédiaire de leurs formes normales.

Par exemple, si on a défini les_régles de_réduction standard pour 1la
somme, AxAy (x+y) (o0,7) /=o0o+ 1 /=1T1.

Encore faudrait il :
1) Que les formes normales possédent elles-méme une interprétation

mathématique simple.

Par exemple, les fonctionnelles normales et closes de type o
s'identifient canoniquement aux entiers naturels. Il n'en va pas de

méme pour les types supérieurs. Comme nous 1l'avons dit, le choix des
régles de calcul (et donc des formes normales) ne correspond pas
forcément & une nécessité mathématique bien comprise. On s'apergoit
ainsi qu'il est presque toujours pcssible d'adjoindre certaines régles,
changeant par la-méme la notion de forme normale. (Ceci n'est bien sir
pas possible au type o, car nous ne voulons pas identifier des entiers
distincts) Par exemple, on aurait pu considérer les ™ -réductions,

dont un exemple est la regle Ax a(x) /= a2 (x non libre dans a). Cette
regle n'est pas dépourvue totalement d'intérét : en ajoutant une
nouvelle constante de chaque type, sans regle spécifique pour elle, on
voit que 1'égalité définie entre termes clos comme 1l'identité des

formes normales permet d'obtenir & peu de frais un "modéle" extensionnel
du systéme (et celad méme pour les systémes contenant GD et RED).
Malheureusement, ce "modéle", si il vérifie une condition délicate
(1'extensionalité), ne jouit pas par contre des propriétés trés simples
qu'on est en droit de demander par ailleurs.(Les l-réductions ne sont
pas étudiées dans cet exposé; la construction du hodéle est complétement
évidente.) '

2) Que la signification (extra-combinatoire) des types soit évidente

Pour le type o, il n'y a pas de probleme. Ce type peut Etre identifié
en toute trahquillité & N. Si nous avons pu décrire les types o et T
en tant qu'ensembles d'indices de fonctions récursives, le type &« T
sera l'ensemble des indices f de fonctions récursives partielles
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appliquant tout élément e de type 6 , sur m'élément{F}e de type T .
La signification du type universelAas est plus délicate : remarquons
en effet que si e est de ce type, e{t}doit 8tre de typeoitl], et ce,
pour tout T . C'est & dire que la compréhension d'un type universel
présuppose (en premiére analyse) la compréhension de tous les types,
y compris lui-méme. Il y a 1la un cercle, qui peut &tre brisé en intro-
duisant un nouveau type pour chaque ensemble d'entiers. Ces nouveaux
types sont appelés types primaires, et le type que‘meus woulons
définir fait déja partie des types primaires. Les éléments de Awo
sont par définition les e qui sont dans tous les GiP] , P primaire.
Nous venons de définir, & quelque chose prés la structure HRO, de

la seconde partie. (Remarquer la similitude entre types primaires et
candidats de réductibilité. Ces constructions.sontzaussi apparentees
4 la "réalisabilité" de Kreisel-Troelstra; la réalisabilité n'est pas
étudiée dans cet exposé.)

Signalons au passage que seule une petite partie de HRO, est 1l'inter-
prétation du systéme correspondant OF,. Cependant, cettée interprétation
par HRO,, tout en résolvant un probléme, en ouvre un autre : a, de
type ungversel.Adir , Sera interprété par un indice e, qui est dans
tous les o|P) , en particulier, e{P}{ = e pour tout P. Les objets

de type universel sont donc des fonctions définies "uniformément" sur
les types. Dans le cas précis des fonctions récursives, nous avons
uile caractérisation de l'uniformité, que nous venons de donner. Par
contre le probléme est ouvert de trouver une interprétation de 1la
notion vague d'uniformité dans un contexte qui ne soit pas aussi
restrictif que celui des fonctions récursives.

3 Que 1l'on posséde (dans certains cas) des modéles extensionnels standard .

Un modéle M du systeme fonctionnel F est obtenu par 1l'adjonction de
nouvelles constantes (pour les types et les fonctionnelles). Les

régles de réduction s'étendent canoniquement & cette structure (en
n'introduisant aucune régle spécifique pour ces nouvelles constantes),
et on se restreint aux réductions qui ne font intervenir que des

termes clos (réductions * ). On suppose de plus que M est muni, sur
chaque type ¢ , d'une équivalence =* entre éléments de type o . la
relation =* doit védrifier les propriétés :

a=%*Db > T(a) =* T(b) (a et b de type ¢ , T de typeaat)

a /=*b —5a=*pDp

Ces conditions ne sont pas suffisantes dans les applications pratiques.
On est amené & définir un type (), & deux éléments V et F (voir IV),

et on exige que =* détermine exactement deux classes sur ce type, celles
de V et de F. 5i le aysteme posséde de plus des types disjonctifs et/ou
existentiels, on demande que =* vérifie certaines conditions
supplémentaires (voir partie IV).

Un modele est standard si pour tout a de type o, il existe n tel que
a=*n. (Cenest unique, a cause de la condition sur () )

Un modéle est extensionnel si il vérifie de pius : a =% b ssi

a(c) =* b(c) pour tout ¢ ( a et b de typeawsc, c de type o ), et

a =*1b ssi altl=* b{x}pour tout = (a et b de type universel).
Remarquons en passant que la condition sur le type () élimine 1les
"modéles"obtenus & l'aide des Y} -réductions.

Il est relativement facile de construire des modéles extensionnels
standard pour les systemes OF1,OF2,CEg moyen des structures HEO, ,HEO,..
(voir seconde partie). -

(Bien entendu, la notion de modéle que nous utilisons ne différe pas
sendiblement de la notion habituelle de modéle d'une théorie formelle;
les modéles que nous considérons ici:ne sont autres que des cas
partlcullers de modéles (au sens habituel) de .théories formelles
associées aux systémes fonctionnels, dans un sens qui sera précisé

en IV.B )
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Bien que HEO, soit défini (localement) par des méthodes aritnmétiques, on
peut avoir l'impression vague suivante : les modéles extensionnels
"intéressants" de OF, sont en rapport avec les modéles de la théorie des

1

types. Cette idée assez floue est précisée au moyen du résultat élémentaire

D'un modéle extensionnel de OF, contenant la fonction caractéristique
de 1'égalité =*, on déduit un modéle de la théorie des types (et
réciproquement). Ce qulon a dans la t&te en parlant de modéle intéres-
sant (et qui peut comporter des exigences variées, par exemple possi-

. bilité de passer & la limite, etc...) n'est donc rien d'autre que de
pouvoir considérer 1'égalité comme un élément du modele.

four OF2, on a par contre le résultat négatif suivant : il n'y a pas

de modéle extensionnel de OF2 contenant la fonction caractéristique
universelie de 1'égalité (c'est & dire un E de type Aa( «,a>()), tel que
pour tout T , E{%soit la fonction caractéristique de 1'égalité sur =T ).
On montre en effet qu'on en déduirait un modele d'une théorie formelle U,

que l'on sait par ailleurs &tre incohérente. (Voir III. Annexe)

En particulier, le résultat précédent nous donne une idée précise des
limitations que nous pouvons rencontrer en essayant de préciser la
notion vague d'uniformité.

1V Equations dans les systémes fonctionnels

Seient a et b deux termes de‘type 0. Si a et b sont clos, 1'éguation a=b

a une signification évidente (1'égalité des formes normales). Pour donner
une signification aux équations dans le cas général, on remarque d'abord
que les seules équations qui nous intéressent vraiment sont celles ol a et
b ne peuvent prendre que les valeurs O et 1, c'est & dire ol & et b sont
isomorphes & des fonctions caractéristiqueé de prédicats. Aussi, introduit-
on un type spécial , noté (), & deux éléments V et F, qui représentent les
deux alternatives de la logique classique.

1 Vérité d'une équation dans un modéle

On dira que 1'équation a=b est vraie dans (M,=*) ssi pour toute suite
C d'éléments de M telle que a|C] et b[C] sont clos, a[C] =* b [C] .
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Dans la pratique, on peut considérer le mondéle particulier (M _,= )

. ' i < o’ o
des termes clos muni de 1l'égalité des formes normales. Dans 1lé cas
des systémes avec arithmétisation ou Bar-récursion, les équations
associdessmnux:interprétations fonctionnelles seront vérifiées
uniquement dans (M _,= ). Pour les autres systémes, il est plus
intéressant de demander que les équations soient vérifiées dans

certaines classes de modeles-.assez générauX.

2. Validité d'une équation

On dira que 1'équation a= b est valide (pour la validité intentionnelle
faible, VIF) si a=b est vraie dans tous les modéles du systéme.

On montre que la validité VIF d'une équation est décidable. Pour cela
on introduit des nouvelles régles de réduction (pour les termes
contenant des variables libres) réduisant certains termes de type ()
(par exemple les variables de ce type) en V ou F. La donnée d'un
ensemble cohérent de telles regles s'appelle valuation. Pour chaque
valuation IL, on a donc une notion de IL-réduction, IL-forme normale.
On prouve que a=b est VIF ssi a et b ont méme forme normale pour tout
L, et la décidabilité est alors un corollaire évident.

Mais en général, pour les besoins de l'interprétation fonctionnelle,

on a besoin d'une définition de la validité d'une équation plus
restrictive que VIF. (Par exemple VIF ne vérifie pas les axiomes de
1'égalité pour le type o, et on ne sait pas si leur adjonction préserve
la décidabilité; & fortiori, VIF n'est pas clos par rapport a
1'induction sur les équations).

On est amené & définir une extension VI de VIF, qui est close par
rapport & ce schéma. I1 en résulte que VI est indécidable.

VIF et VI sont aussi définissables & 1l'aide d'une axiomatique (voir
tableau).

- ——— S Qe rmm——— &

V Démonstrations de cohérence pour les systemes formels

Une démonstration formelle de cohérence pour une théorie T (dont nous
sommes convaincus par ailleurs de la cohérence) peut avoir de nombreux
& cbtés intéressants.

Par exemple, soit T une théorie (T= HA JHA yeee), T (l) un sous-systeéme
fini (voir plus loin) de T. Il est poss1b de formaliser la démons-
tration la plus béte de la fo§erence de T dans T en construisant
(localement) un modéle de T dans T. Ceci est possible grfice au
résultat bien connu de Gentzen (la propriété de la sous-formule).
Pour chaque énoncé A, nous obtenons(gse démonstration formelle du
résultat "si A est prouvable dans T , alors A, Ce résultat, et

les formulations diverses qu'on peut en donner, est connu sous le
nom de sphéma de réflexion.

Ainsi, une des applications les plﬁs simples des preuves formelles de
cohérence est le schéma de réflexion pour les sous-systémes finis. Il
permet de donner des démonstrations locales suffisemment générales de

résultats qui ne sont pas globalement formalisables.
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On définit les sous-systémes finis des systemes fonctionnels, en
restreignant l'application de certalns schémas (récursion, extractlon,
etc...) : on demande que dans REC?, alc},..le type o appartienne &
un ensemble de types engendré par un nombre fini d'entre eux, au moyen
des opérations de changement de nom des variables libres et de
substitution réciproque. Prenons par exemple le cas de OF
théoréme de réductibilité pour OF, n'est pas démontrable %a s\HA,.

. L o 2 s A )2
Si par contre, on considére un sous-sysieme fini de OF,, OF2 , On
voit immédiatement que le théoréme de réductibilité pour cB systéme
Bé déméntre, pour chaque fonctiounnelle a, a partir d'un certain
nombre de compréhensionm-et d'imduationm, ne dépendant pas de a, et
que cet'e?semble d'axiomes constitue un sous-systeme f%n} de HA
soit HA « En appliquant le schéma de réflexion de HA ?i)
.on en déduit une démonstration dans HA2 de "tout terme de OF %
absolument normalisable"

D'autre part, en formulant les systémes logiques en termes de systemes de

déduction naturelle, on aboutit au concept essentiel de démonstration

sans coupure (& ne pas confondre avec la notion similaire pour les

systémes de séquents).

Les inférences logiques sont divisées en deux catégories : les
introductions et les éliminations. Les coupures sont des redondances
dans les démonstrations formelles. Elles se rencontrent en général
quand une élimination suit immédiatement une introduction. Les
démonstrations sans coupure ont des propriétés trés intéressantes,
spécialement pour les systémes du premier ordre (propriété de la
sous-formule). Leur intérét, pour les systémes d'ordre supérieur,
quoique plus limité, est cependant indéniable.

On montre élémentairement qu'il existe un isomorphisme entre systémes
de déduction naturelle et certains systémes fonctionnels. L'image
isomorphique des déductions sans coupure n'est autre que l'ensemble des
formes normales. La transportée par cet isomorphisme de la relation de

réduction définit le processus de normalisation. Le théoréme de

réductibilité pour les systémes fonctionnels trouve alors son analogue

dans le théoréme de normalisation forte.

Les sous-systémes finis des systémes de déduction sont obtenus au
moyen de cet isomorphisme, & partir de la notion similaire déja
définie pour les systémes fonctionnels.

I1 y a plusieurs fagons non équivalentes de dire qu'un systeme de
déduction naturelle admet "sufisemment" de démonstrations sans
coupures s considérons les énoncés

(H) (Hauptsatz) Si A est démontrable, il est démontrable sans coupure.
(N) (Normalisation faible) Si I est une démonstration de A, on peut
normaliser ID en une démonstration sans coupure.

(NF) (Normalisation forte) L'ensemble des suites de normalisations
strictes de A est fini.

En général, (NF) —(N) — (H); des exemples s1mp1es montrent que les
implications réciproques ne sont pas toujours vraies. Par exemple,
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soit T un systéme de déduction dans lequel il existe un A ne vérifiant
pas (N). Soit T' le systéme obtenu en ajoutant l'axiome (régle :
d'introduction sans prémisse) A. Alors A vérifie (H) dans T', mais

pas (N).

Le probléme du choix des régles de réduction se traduit isomorphique-
ment par celui du choix de la procédure de normalisation. On débouche
sur le probléme délicat de l'identité de preuves. Pour plus
d'informations sur ce sujet, voir Kreisel 1970 et Prawitz 1970.

Pour les sous-systémes finis, le théoréme de normalisation forte est

démontrabie dans le systéme global.

Soit T une théorie (par exemple T=HA2), T(l) un sous-systeme fini:s. de
T(ign rouve formellement dans T que, si Jxa est démontrable dans

T ( 7 clos), alors il existe un n tel que A n] soit prouvable
dans T'7’/, Ce résultat se généralise de diverses fagons, a l'aide

du schéma de réflexion.

VI Interprétations fonctionnelles

Soit T une théorie (T=HA1, HA2_), F un systéme fonctionnel (F=OF1,OF2 ) .
L'interprétation fonctionnelle de T dans F traitée dans cet exposé
associe & tout énoncé A de T une expression A* de la forme Eﬁx‘\fyt EA(x,y),
ou EA‘est une équation de F., La fonction=E —9EA est récursive primitive.
On dit 3xVy EA(x,y) est valide ssi on peut trouver a (ne contenant pas y)
tel que EA(a,y) soit vérifide (voir IV).

L'interprétation fonctionnelle vérifie alors

- 8i A est prolivable dans T, A* est valide

- JLl* ntest pas valide

En particulier, on peut caractériser les fonctions récursives
qu'on peut montrer &tre totales dans T (fonctions récursives
prouvables de T) & l'aide des systémes fonctionnels. Ainsi, les
graphes des fonctions récursives pmouvables de HA_ sont exactement
les graphes associés aux fonctions (fonctionnelles de type o— o) de
OF .

n

L'interprétation de T dans F assure aussitdt, modulo le théoréme de

réductibilité pour:F, la cohérence de T.

Par exemple, soit T la théorie HA + (cT ), ou CT est une forme forte
de la thése de Church. T s'interpPete daBs le sysBéme fonctionnel OFA_ .
D'autre part le théoréme de réductibilité pour OFA_ est prouvable :
localement (c'est & dire pour les sous-systémes finis) dans HA . On

en déduit immédiatement la cohérence relative de HA_ + (CT ) par
rapport & HA_. (CT_ ) exprime formellement que toute fonction calculable
est définie par uné fonction de OFAn. En particulier, la négation du
théoréme de réductibilité pour-OFAn est conséquence formelle de (CTn).
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Puisqu'il existe en général des énoncés non prouvables dans T, mais dont
l'interprétation est valide, on en déduit nomr:8éulement leur cohérence

relative, mais aussi leur caractére conservatif par rapport a certaines

classes d'énoncés, et des résultats de cldture, par exemple

Le Principe de Markov est interprétable dans OF_, alors qu'il n'est
pas dérivable dans HA . En combinant ce fait avec 1'élimination des
coupures et le schémade réflexion, on démontre la cdture de HA
pour la regle de Markov.

Finmlement, les interprétations fonctionnelles permettent dans certains
cas une réduction du probléme de la prouvabilité dans T & la solution
d'une équation de F d'un type particulier, notemment pour les énoncés

purement universels.

Je tiens a remercier le :Prefésseiir: Kreigel pour ses suggestions (notemment
les résultats de V.sec.5 et VI,sec.2. répondent a des problémes qu'il m'a
‘signalés) et ses critiques (par-exsemple les résultats de II.sec.5.,111.Ann.B,
répondent & ses critiques touchant & un manque de clarté dans une version
préliminairej.

Je remercie également M.Reznikoff pour ses encouragements et pour avoir
vérifié un certain nombre de démonstrations.

Je remercie finalement le Professeur Choquet pour avoir eu la gentillesse

de diriger mon sujet de thése complémentaire.
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CONSEILS GENERAUX Dk LECTURE

La rédaction de cet exposé étant assez uniforme, il est peut &tre bon

de donner quelques‘points de repéres.

Approximativement, on peut dire que les résultats que nous exposons sont
centrés sur la dualité 1°F ordre / second ordre, l'accent étant plutdt mis
sur le second ordre. Celd signifie, qu'au niveau des systémes fonctionnels,
le lecteur éura avantage & se concentrer en premiére lecture sur OF1 et OF2,
gu niveau des systémes formels, sur HA1 et HAZ'

En seconde lecture, on pourra se concentrer sur OFA1 et OFB1.

Les autres systémes OFn, OFAn, OFBn, ainsi que les HAn, n'offrent alors
plus de difficulté spéciale, quand les cas particuliers n=1 et n=2 ont été

bien compris.

Nous avons adjoint un certain nombre de tableaux descriptifs et comparatif

pour les cas n=1 et n=2.
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TYPES ET SCHEMAS FONCTIONNELS (cas ng2 )

TYPE Schémas Réductions Observations
agsociés
i~ ============:===================:=====:=========#===================
_ . REC(a,bjo) /= a o est le type
o o, S, REC . . B , des entiers
REC (a,b,Sw) /= b(REC(a,b,w),w) naturels.

- APab est abrégé
===========================‘1============:=================:===================
: . EXTat est abrégé
Aour DTxa ,EXTaT Drwa{t}/= alt] en a{z}. Probléme

de 1'"uniformité".
=============================================================================
1 2 Le type le plus
) ®ab, me, e T Raja, /= a; simple. Correspond
__________________________ e e eeeeo——o—oo-.2u_produit cartésier
\ﬁXW Izé, STuxbe STaxbI’a /= bEz,a] Ultra-réductions
============::================:====::::======:===:======:_“====================
S +T 1La,ﬂ?a,€9xybcdl G&yh1b2u}a /= bi[a] Vltra-réductions
==========================£==:==::===========================================
0% voir texte redondant si n=1
=======:=======================================ﬁ====================
: contredit la
GD,RED voir texte
continuité.
==================‘========:=====================‘=====================
cT nécessite la
B voir texte continuité. OFBn
\(Bar-récursion) définit les mémes
graphes de fctions
rec. que OF .
n+1
Image isomorphe
¢ . 5 ' -
IND voir texte dg schéma ?.induc
tion par l'isom,
d'Howard. Inutilisé
dans les systémes
fonctionnels
proprement dits.
=========F==================b============================JF====’================
a D(V,a,b) /= a
v,F,D 18y : ~
O Iy D(F,a,b) /= b I-réductions
========:!=====================================================================




NOM du SYSTEME F

-1t 2+ -t 1t 1

SCHEMAS DE F

Le théoréme de
réductibilité pour
F(l) se prouve dans

=ﬂ==================ﬂ

Le systéme F permet
l'interprétation

fonctionnelle de

Un modéle extensionne
standard de F est

obtenu & 1l'aide de

SYSTEMES FONCTIONNELS OF1, OF2 et OFA1
OF1 OP2
o, S, REC les schémas de
A, AP OF,, et
1 .2
Q,T ,u DT, EXT
0 (redondant) I, ST
T i 331 i1 1 i1ttt 1 1ttt it iriitrtrt
HA1 HA2
(arithmétique (analyse non
de Heyting) v prédicative)
=================d 3 21 1t -t 1+ 3t %
HA, HA,
= =============’.======
1
HEO1 HEO2
Existence d'un Inexistence

Observations

modéle extens.

stand. contenant

la fction carac

de 1'égalité.’

d'un tel modeéle
contenant la
g’ fction caract.

universelle de

1'égalité.
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les schémas de

OF1

GD, RED.

, et

impossible

OPA, définit le-
mémes graphes d-
fctions rec. qu=
OF, . On peut
prouver la nég:i -
tion du th. de
réductibilité

ds HA1 + (0;1}
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D DEDUCTION

schéma fci schéma fcl
Enoncés Introduction correspondant Elimination correspondant
K : :
A-—>B : Axa : : APab
B A —B A
A-—B B
ANB : : ®ab : nta
A ' B _J£1A A2_
A
ANB i
L[] i . K B
A VB . 47a . . . ©Oxyabe
A, AV B C C
i
A,] vV, A2 C
1 pas d'introd. sans objet . | H
L |
A |
!
‘.
. . 1
VxA : DIwa : | EXTat
A I xA 3
W xA | ATT] 1
=================:=:=======ﬁ================================;=================
. 7 . K |
L IxA . I%a . : STaxbe
: AlT) 3 xh B |
} IxA B |
AUTRES SCHEWMAS
Schéma Signification spohéma fcl correspendant
F============= ========================================ﬂ
A ypothése xC
A2°0 Ax® ASx  Induction IND
At




cLb

AXTOMATIQUE DE VIF

(VIF 1) & = b . a
- (*)
(VIF 2) a(V) ~a(F)
a(b)
(VIF 3) v
(VIF 4) a | a->b
b
(VIF 5) a(i¥x) .
a(t) (**)
(VIF 6) a(njx) a(u2y) )
(***
a(t)

(*) azASb signifie 1'égalité des formes normales de a et b "ancien style".
c'est & dire indépendemment des IL-réductions.
(**) g »t k‘nendont:pas lidbresxrdans a.

(***) x ¢ géipendont pesrlibrea-dems a.

SCHEMA SUPPLEMENTAIRE POUR VI

(VI) A [5,2] A [x,5z) > A [Sx,2z]

ATt,01
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DEFINITIONS E3SENTILLLES D4 L SooOMNCE FARLDIE

a posséde tous ses rédions (stricts) ssi tout sous-terme RED(b,c) de a,

b et ¢ normaux et clos, adnet une forme normale.

ABSOLUE NORMALISABIIITE

- 81 a est normal, a est AN
- si a posséde tous ses rédions stricts, et si tous les rédions stricts

de a sont AN, a est AN.
DEGENERES

‘ .. i a
Si b est soit a, soit un dégénéré de a, et si ¢ est b(d), b{s}, b, H b,
®Oxyefb, ST ’®xdb, c est un dégénéré de a.
(Si on supprime les dégénérescences H, @, ST, on obtient les dégénérés

inverses de a)

SIMPLICITE
a est simple ssi pour tout dégénéré inverse b de a et tout c tel que

b /=s c, la derniére régle de réduction utilisée est stricte.

CANDIDATS DE REDUCTIBILITE

Un ensemble A de termes est un CR de type T ssi A vérifie
(CR1) si a€A, a est de type o
(CR2) si a€A, a est AN,
(CR 3) si a est un te;me simple et AN de type ¢, aCA,
(CR 4) si a est un terme simple de type o possédant tous ses rédions stricts
et tel que tous les rédions stricts de a soient dans A, a € A,

(CR5) sia€A et a /=b, alors beA.

DEFINITIONS POUR LES ULTRA-REDUCTICNS

a-/b ssi
(i) b ne commence ni par &, ni par ST, ni par H, et a=b
(ii) b est @xycde et &8 =/ d oua -/ e .

(1iii) b est STAxcd et a -/ ¢
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a =/ b ssi b', b /= b' et a -/ b'.

Criteére (CR"™ 4), pour les ultra-rédustions; dans ce qui suit, f désigne

une suite de dégénérescences inverses.

Types disjonctifs

Supposons que :

(i) @ est-unitderme:~ AN

(ii) f a et £ b sont dans A

(iii) pour tout & e (resp.u"e) tel que nw e =/c (resp.ue =/c),

falel (resp.fbfe)) est dans A.
alors ffyxyabc est dans A,

Types existentiels

Suppesons que

(i) b est un terme AN.

(ii) £ a est dans A.

(iii) pour tout 1% =/ b, faft,c] est dans A.

alors f£STuxab est dans A.

Type absurde

Supposons que
(i) a est un terme AN.
(ii) les fcl contenues dans la suite f sont AN

alors -f HTa est dans A.
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NOTES

Systeme OF1 : dans la littérature, systéme T, du & Godel 1958. En 1958-59,
dans ses course-notes, Kreisel définit HRO et HEO (dans notre terminologie,
‘HRO1 et HEO1). Dans Kreisel 1959, on trouve entre autre la preuve de
lt'interprétathilité du principe de Markov, et le non counterexample. Le
systéme T est reformulé dans Spector 1962, et Tait 1967, qui donne la
démonstration de réductibilité sous une forme & peine différente de celle
que nous avons donnée pour OF1. Le fait que l'interprétation des axiomes
de4l'arithmétique est valide a été vérifié dans Spector 1962, et aussi
Yasugi 1963%
Systeme OFB1: Dans son papier de 1962, Spector introduit un systéme
(sans quantificateurs) 24 pour des fonctionnelles (extensionnelles) de
type fini conteﬁantégf la Bar-récursion. Dans son papier de 1970, Tait
définit un ensemble de termes (OFB1) qui donne un modéle de 2#
Nous montrons que l'interprétation fonctionnelle n'utilise qu'un cas
particulier d'extensionalité, ce qui permet d'ééfendre la démounstration
de Spector aux systemes SAn, au moyen des systemes OFBn introduits, pour
n)1, dans Girard 1971. En particulier, OFBn et OFn+1 définissent 1les
mémes graphes de fonctions récursives.
Systéme OF, : Syst?me fonctionnel introduit dans Girard 1970. L'interpréta-

2

tion de l'analyse dans OF, est nettement plus simple que dans 2; ou OFB1.

2
Par contre,'la signification de OF2 est beaucoup moins claire. Lacc-zirn
&émonstration de la réductibilité pour OF2 nécessite l'introduction des
candidats de réductibilité. Sur un plan différent, une construction
similaire avait été exposée pour la réalisabilité par Kreisel et Troelstra

1970 (article écrit en 1968). Troelstra 1971 généralise HRO, au second

HEO, a é%é construit spécialement pour

ordre par la construction de HROZ. >

cet exposé (Juin 1972).
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Systémes OFA : Systeémes fonc.ionnels introduits dans Girard 1977 pour
1l

répondre a une question de Kreisel, tormulée notemment dans sreisel 1970.

La cohérence relative de HA2 + (CT) avait déja <té prouvée dans Kreisel-

Troelstra 1970, par des méthodes de réalisabilité.

Systeémes OF : (n)2) Introduits dans Girard 1971, pour obtenir l'inter-
Il
prétation fonctionnelle de la théorie des types. Dans le méme papier,

1'auteur décrit aussi les OFBn (n¥2).

Systemes de déduction naturelle

La découverte des systémes de déduction naturelle, si elle remonte 2

Gentzen dans les années 30, restera sans conséquence importante jusqu'au
livre de Prawitz 1965. Takeuti 1953 décrivait d'autre part en termes de
sequents classiques un systéme G1LC pour le second ordre, et émettait sa
"conjecture fondamentale" sur 1l'élimination des coupures dans G1LC.

Sous la forme "Hauptsatz", ce résultat fut prouvé de diverses facgons,
par Tait 1966, Takahashi 1967, Prawitz 1968. La démonstr:tion de la
réductibilité pour OF2 inspira une triple preuve de normalisation pour
HAZ’ dans Girard, Martin-Lof et Prawitz 1970. Aucune de ces trois démonstra-
tions ne pfouvait la normalisation forte, mais, chose amusante, elles se
complétent trés bien, c'est & dire qu'en prenant une définition de la
réductibilité trés proche de celle de Girard 1970, des CR trés proche de
celle de Martin-Lof 1970 (en ajoﬁtant des clauses d'absolue normalisabilité)
(Nartin-Lof énonce tréis critéres, qui, si on les réécrit en ajoutant des
clauses pour assurer l'absolue normalisabilité, sont trés proches de notre
formulation de (CR 4); la définition de la simplicité, qui permet de
donner une forme trés générale a des critéres épars, a été faite dans le
cadre de ce travail.), et en reprenant les constructions de Prawitz 1970
(En particulier AN, et surtout, le critére (CR"4) que nous donnons ici
généralise la démonstration de Prawitz pour les ultra-réductions au

premier ordre.)
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le démonstration trés élégante de Church-Rosser que nous avons donnée,
est due & Tait (non publié) . Cette démonstration a été présentée dans
Martin-Lof 1971.(Pour le lambda-calcul, voir Barendregt 1971).

Pour HA1 les résultats de normalisation sont dus a Jervell 1970; ces

résultats sont un cas particulier de Martin Lof 1970 A.

Le schéma de réflexion : L'emploi systématique de ce schéma remonte &

Kreisel 1959 et 1968, Les résultats essentiels sur la question sont
éxposés dans Kreisel et Levy 1968.

- Les résultats de cl8ture : pour le premier ordre, ces résultats ont trés

souvent été obtenus au moyen de la réalisabilité. Pour un exposé approfondi
sur le sujet, voir Troelstra 1970. Pour le second ordre, un cas particulier
de la clbture par rapport & Markov est démontré dans Kreisel 1968, &

l'aide des résultats de Spector 1962. La démonstration que nous donnons

eét exposée dans Girard 1971, et elle répond a une question de Kreisel.
Kreisel a d'autre part montré ( Kreisel 1970, p.122) ' que HA,
n'est pas cloé par rapport & la régle : si (Y x(AviA)-vIxA ) alors

( Vx(AriA)>Txp).

Les résultats de cldture au second ordre ont été exposésidans Troelstra
1971, mais , ne disposant pas de procédé pour formaliser les démonstrations
localement, il n'énonce les résultats que pour les énoncés clos. Troelstré

considére un certain nombre de régles particuliéres que nous n'étudions pas

ici.

Validité : Cette notion a été introduite dans cet exposé pour avoir une
description claire des principes impliqites utilisés:dans les interprétations
fonctionnelles., Le type (), qui correspond & quelque chose de trés courant
dans le lambda~calcul nous permet d'avoir des descriptions trés simples
(contrairement & o, utilisé précédemment dans la littérature), et des

résultats comme la décidabilité de VIF.
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Autres sujets : Les traductions de I.Sec.5. sont inspirées des résultats

de Prawitz 1965; au moyen de 1'isomorphisme d'Howard, introduit en 1969

par Howard.(Ce résultat essentiel nous pefmet de ramener la nornalisation
forte & un iésultat déja prouvé dens les sytémes fonctiornels.). La
traduction de o est due & Martin=sLof 1970 B. L'exsistence de cette traduction
nous a inspiré les résultats de I;Ann. .

Les relgtions de la Bar-récursion avec la thése de Church et la continuité
sont exposées dans Howard & Kreisel 1966. Pour une discussion détaillée de
la theése de Church, voir Kreisel 1968,

Dans Shenfield 1967, une variante de l'interprétation de Godel pour
les systemes classiques est donnée pour HA?. Il n'y a pas de difficulté
a4 ¢éfendre cette interprétation particuliére aux ordres supérieurs, en
utilisant des schémas analogues a (G10).

ia notion de modéle que nous utilisons dans cet exposé differe des
notions courantes de modéle pcur les systemes fonctionnels en ce que

- soit aucune condition autre que celle d'interpréter la réduction
n'était demandée, et en particulier l'existence de t:cls modeles est
conséquence imnédiate de Church-Rosser, et ils n'ont aucun intérét pour
l'interprétation fonctionnelle.

- s0it les conditions exigées étaient trop fortes (il est tres difficile
d'exprimer simplement les conditions simples sur les tautologies & 1'aide
du type o, sans &tre amené & demander beaucoup plus que ce qu'on a en téte)
C'est pourquoi, nous avons introduit le type (), qui a des applications
intéressantes, telles la décidabilité de VIF. De plus, nous avons
mis 1l'accent sur la distinction entre /= et /=*, car, par exemple, HRO1
ne définit un modeéle de OF, que par‘rappoft a /«*. Par contre, pour les
modeles extensionnels, les conditions sur 1l'égalité sont équivalentes,

gqu'on les exprime en termes de f®U ou de /=*.
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SECTION 1 : ORDRES ET OPERATEURS

1. La hiérarchic des ordres

Les ordres sont donnés- par la définition inductive :

(1) O est un ordre

(2) 1 est un ordre

(3) () est un ordre

(4) si R1""’Rn sont des ordres, (R1’°"’Rn) est un ordre.

Remarquons que (3) est un cas particulier de (4).

I1 n'est pas nécessaire d'utiliser tous les ordres pour la construction
des systémeé fonctionnels. En particulier, O et 1 jouent un rdle
pratiquement insignifiant dans les deux premieres parties.

Si nous n'utilisons qu'un sous-ensemble de la hiérarchie, il faudra
bien entendu que ce sous-ensemble contienne (),‘et qu'il vérifie la
propriété suivante : si (R) est dans ce sous-ensemble, chaque €élément
de la suite R est aussi dans cet ensemble, ceci afin d'éviter des
anomalies.

() sera 1l'ordre des types; similairement, ((),()) sera l'ordre des
opérateurs binaires, qui, telle la fléche -a,lagissént sur les typeé;
similairement, tous les ordres construits sans les clauses (1) et (2)

ont une interprétation du méme genre..

2. Les opérateurs

Ce qui suit doune, pour chaque ordre R, une définition inductive de

la notion dfopérateur d'ordre R.

2.1. Variasbles et constantes

- Variables : les variables d'ordre R, ou indéterminées d'ordre R,
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R, PR' KR,... sont des opérateurs d'ordre R. On abregera indéterminée

o
en ind, et ind. d'ordre R en R-ind.

- Constantes : le choix des constantes dépend, bien entendu du systéme
fonctionnel considéré. En général, o sera une constante d'ordre ().

Seconcle
Dans la partie, nous introduirons une autre constante d'ordre

(), que nous noterons aussi ().

En vue de la troisiéme partie, remarquons que = est généralement
parmi les constantes d'ordre (0,0), S parmi les constantes d'ordre 1,
o parmi les constantes d'ordre O, etce..

2.2, Opérateurs dtordre O (en. vue de la troisitme partie)

- Si (¢ et T sont des opérateurs d'ordres respectifs 1 et 0, 0T est
un opérateur d'ordre O.

- Si § et T sont des opérateurs dfordze O, ¢+T et O .C sont des

opérateurs dtordre O,

(Ainsi, les opérateurs d'ordrg O sont définis comme les termes de
l'arithmétique, construits en utilisant aussi éventuellement des
variables de fonctions)

2.3. Opérateurs d'ordre (), ou types

- 51 ¢ et T sont des types, @—> T est un type.

- si ¢ est un type, si & est une R-ind, N6 est un type.

- 81 @, t1,..., ’Cn, sont des opérateurs. d'ordres respectifs
(R1""’Rn)’R1""'Rn’ T Tieee 'L’n est un type.

2.4, Opérateurs dlordre supérieur
distincbes
Soient 0(1,..., o(n des ind. d'ordres respectifs R1""’Rn , et G un
type, c'est & dire un opérateur d”ordre (),30(1... arf'est un opérateur

d#ordre (R1 goee ,Rn) .
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3. Indéterminées libres et mueltes

Dans /\m@" et %«1...0(116' ’ <>(,0(1 ,...,q/n, sont muettes. Ceci est suffisant
pour pouvoir définir généralement la notion d'indéterminée libre et
d'indéterminée muette. Noué faisons grédce au lecteur de cette fastidieuse
définition.

Dans ce qui suit, nous supposons que tous les opérateurs utilisés
sont 1ibérés par un procédé quelconque des complications qui résultent
d'un malencontreux usage des variables libres et muettes. Nous convenons

d'identifier systématiquement, au niveau de 1'écriture des objets

qui ne différeraient que par les appellations différentes de leurs
variables muettes. (Ceci est toujours possible, au moyen du "carré de
Bourbaki".)

Nous ne définirons pas non plug la notion de substitution (combinatoire
d 'un opératéur pour une ind. . Avec les conventions précédentes,
cette opération s'effectue sans probléme.

En général, nous noterons [81,..p,un/8;,...,7533' le résultat
de la substitution simultanée pour m1,...,o% des opérateurs Yﬁ,...;% ’
sous réserve que l'ordre de di soit égal a celui de Zi (i=1..en).

Si la suite 0& est déterminée sans ambiguité par le contexte, nous

pourrons adopter la notation G’[Tﬁ,...,Th] .

4. Egalité entre opérateurs

La définition de 1'égalité entre opérateurs est une conséquence
nécessaire de J'interprétation des opérateurs :
4,1, Signification des opérateurs
- o0 est le type des entiers
-05% est le type des fonctions qui, a tout objet de type & , associent
un objet de type T .
A , il N
- N6 est le type des objets qui sont définis unifofrément sur les

types G'I‘CJ , pour tout T .
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-
(%

n

a"’c.l...'cn est le type obtenu en appliquant les arguments 21,...,

1'opérateur € .

[

- ﬁd‘...a(nG' est l'opérateur, qui, appliqué aux arguments %1‘,...,%,

prend la valeur 5[61 yeese ,'Zn-j .

Ainsi, ce qui précéde suppose l'identification de

1\0(1o-.0(n6“51...tn et de G[t.],.o-,tn].

422 Opérateurs normaux
Un opéréteur est normal ssi il ne renferme parmi ses sous-opérateurs
(ctest & dire les opérateurs qui lui sont antérieurs dans sa construction}
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