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Intr.l.

I. Points de vue extensionnel et calculatoire

[ . . [P 4
Si nous considérons les deux fonctions suivantes, definies sur N :
. n n n
0 si xyzn=0, ou n=1, ou n=2, ou x +y # 2z
XyY,2,0 >
1

sinon
F2 : Xy ¥y2,0 }— 0

du point de vue des graphes associés, ces deux fonctions seront égales
ou distinctes, suivant que le grand théoréme de Fermat est vrai ou faux.
" Par contre, les idées qui servent & définir ces deux fonctions (ou mieux :
leurs algorithmes respectifs de calcul) sont trés différentes, et ceci
indépendemment de la vérité du théoréme de Fermet.
de vwe
En résumé, il faut distinguer entre deux points dans 1l'étude des objets

mathématiques, et spécialement des fonctions :

- le point de vue extensionnel, pour lequel les fonctions sont des graphes,

1'écalité extensionnelle entre fonctions étant par définition I'identité des

graphes., Ce point de vue se traduit, en théorie des ensembles, par 1l'axiome
d'extensionalité.

- le point de vue intentionnel (ou mieux, algorithmique, calculatoire )

pour lequel les fonctions seront d'avantage des algorithmes, des procédés de
calcul. L'égalité intentionnelle (ou algorithmique, calculatoire) est alors
définie comme 1'égalité des algorithmes, modulo un certain nombre de de

transformations simples.

En fait la situation est plus complexe gqu'il ne semble, car si
1'égalité extensionnelka une signification univoque, les propriétés
de 1'égalité algorithmique dépendent essentiellement du choix des
"transformations simples" dont nous avons parlé. Par exemple, les
deux fonctions calculatoires définies par les algorithmes

F: x,yx+y et G : x,yHy +x

seront égales ou non, suivant que la commutation de la somme sera ou
ne sera pas parml nos "transformations simples". I1 faut de plus
remarquer que, si en général les transformations en question se
ramenent & des suites de transformations récursives primitives, ceci
ne signifie pas que 1'égalité algorithmique soit décidable, et

a fortiori, récursive primitive. (Par exemple, dans les systémes
fonctionnels que nous étudions, l'identité des formes normales est
une égalité algorithmique décidable, mais qui n'est pas récursive
primitive).



Intr.2.

Le point de vue algorithmique permet la plupart du temps de définie une

égalité décidable entre fonctions.

Dans les systémes que nous utilisons par la suite, des fonctions aussi
élémentairement semblables que F et G ne seront pas identifiées : F et
G seront représentées par deux assemblages formels ﬂxjxy x+¥ et

2 x)y y+x que nous considérerons.comme . itréduetiblesiun & 'omlbw.

I1I. Systémes fonctionnels (Etude syntaxigue)

Les recherches en théorie de la démonstration ont mis en avant la notion

de systéme fonctionnel.

Commengons par une mise au point :
- d'abord, les termes "fonctionnel", "fonctionnelle" évoquent des opérations
extensionnelles (définies sur des graphes), alors que justement les systeémes

et objets en question sont 1'illustration-méme du point de vue algorithmique.

Il serait bien plus correct de parler de "symboles fonctionnels",
"systéme de symboles fonctionnels", et de réserver la terminologie
"fonctionnelle","systéme fonctionnel" pour l'interprétation de ces
notions (voir III). Dans la suite de cet exposé cependant, nous
emploierons systématiquement 1l'abus de langage qui consiste & appeler
"fonctionnelles" les assemblages qui les dénotent.

- ensuite, il faut bien préciser que nous ne disposons pas & 1l'heure
actuelle d'une définition générale de la notion vague de "systéme fonctionnel?
Ceci dit, nous décrivons dans la premiére partie de l'exposé un certain nombre
de structures mathé natiques qu'on a l'habitude d'appeler "systémes fonctionnelk
Nous allons décrire sﬁccintement quelques uns de leurs points communs
marquants. Pour la raison que nous avons donnée, cette description mne doit
pas €tre prise pour une définition dogmatique.

1. Les objets des systémes fonctionnels (termes, fonctionnelles, ou mieux,

symboles fonctionnels) sont obtenus au moyen de constructions combinatcires.

Ainsi, étant donnés des termes a et b et une variable x, nous pouvons
former (dans certaines conditions) les termes Axa, a(b). Le caractare
combinatoire des termes (et des .types) est 1ié a des questions de
décidabilité. Dans le cours de 1l'exposé, nous envisageons méme des
termes qui ne sont pas obtenus par des méthodes combinatoires (u:iilisa-
tion de suites infinies), mais il ne s'agit 1a que de constructions
temporaires, liées & certaines exigences démonstratives.
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2 Les objets des systémes sont classifiés & 1l'aide de types. Chaque
fonctionnelle posséde un type unique. Les types sont eux aussi des objets
combinatoires. Les types servent aussi & réglementer les constructions de
fonctionnelles : les fonctionnelles Byyecesd , NE pourront &tre utilisées
dans une construction que si leurs types respectifs satisfont certaines

conditions symtaxiques, dépendant de la construction envisagée.

Par exemple, si a est de type T, x de type s, Axa est de typeGaT.
Nous ne pourrons formmer a(b) que si le type de a s'écritewz, le type
de b étant alors o .

Enfin, dans certains systémes, comme OFZ’ les types peuvent aussi agir
réellement sur les fonctionnelles.(Contrairement & ce qui se passe dans le

systéme de Godel OF,)

Par exemple, si a est de type Nacr[l, et T est un type, a(t}‘est ne
fonctionnelle de type6[t].

3. Pour chaque type 6, on définit un préordre /= entre éléments de type « .

/= s'appelle réduction, et correspond a 1'idée de calcul.

Par exemple, on a : Axa (b) /= a|b] et DIxaftr} /= altl, ol
a[C) désigne la substitution combinatoire de l'objet (fonctionnelle
ou type ) C pour la variable (x oue ).

D'un point de vue élémentaire, la description de /= en tant que

préordre peut &tre avantageusement précisée comme suit : on dispose
d'une relation binaire /=_ , de réduction stricte (& ne pas confondre
avec /=, de la premiére partie; /=_ est introduit en début de seconde
partie). a /=_ b signifie que b est obtenu a partir de a en utilisant
exactement une régle de calcul. /= est alors la relation réflexive

et transitive associée & /=_. /=_ doit vérifier la propriété : pour

tout a; l'ensemble des b tels qug a /=_ b est fini, c'est & dire qu'étan
donné a, il n'y a qu'un nombre fini despremiéres étapes de calcul de a.

On définit d'autre part un certain nombre d'éléments maximaux pour /= , que
l'on appelle éléments normaux. Un élément normal est donc un des points

d'aboutissement désirables pour un calcul.

En fait, les éléments normaux vérifient la condition suivante (plus

forte que la maximalité) : si a est normal, alors il n'existe pas de
b tel que a /= b, Par exemple, dans le lambda~-calcul (qui n'est pas
un systéme fonctionnel, dans le sens ol nous l'entendons), le terme

non normal (Ax x(x) )(Ax x(x) ) est maximal pour /=, mais se réduit

strictement en lui-méme. Un terme sans rédion strict n'apparaft pas

nécessairement (d'un point de vue élémentaire ) comme normal (c'est

le cas dans les systémes contenant GD et RED); c'est par contre vrai
si le terme possdde tous ses rédions stricts (voir partie II).
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La relation /= est supposée vérifier un certain nombre de propriétés,
par exemple que deux calculs effectués suivant des "chemins" différents,

4 partir d'un méme point de départ, donnent le méme résultat, ce qui se

traduit par la propriété de Church-Rosser : si a /= Db et a /= c, alors
il existe d, b /= d et ¢ /= 4.

Par exemple, soit dans le systéme OF, une définition du produit et
de la puissance n-ieme, aygs la régle a.0 /= 0., Si nous devons
calculer 1l'expression 103 .0, divers chemins de réduction peuvent
8tre utilisés, et ils donnent tous le méme résultat. Mais un de ces
"chemins est nettement plus court que les autres, et nous sommes
autorisés.par Church-Rosser & ne considérer que ce chemin.

Toutes les propriétés dont nous venons de parler sont vérifiables au
moyen de raisonnements élémentaires. Il n'en va pas de méme pour la
propriété essentielle que nous allons énoncer maintenant :
Le préordre inverse de /= est blen fondé, et ses éléments minimaux (les
éléments maximaux de /= ) sont exactement les termes normaux. En particuiier,

/= est un ordre.

Traduit en termes de /=_, ce qui précéde s'énonce précisément :
pour chaque terme a, toutes les suites de réductions strictes partant
de a sont finies, et les éléments terminaux des calculs sont normaux.
Ceci s'énonce "tout terme est absolument normalisable". Comme, pour
un terme donné a, l'ensemble des rédions stricts de a (les b tels que
a /=_b ) est fini, ceci peut s'énoncer plus simplement par le

=R e . Ly
théoreme de Brouwer-Konig sous forme arithmétique. Remarquons que,
si a est absolument normalisable, alors a ne se réduit pas strictement
en lui-méme. Pour prouver que tous les termes d'un systéme donné sont
absolument normalisables, il est nécessaire de faire intervenir le
concept de terme héréditairement absolument normalisable, ou réductible.
L'énoncé qui formalise la réductibilité ne se met pas sous forme
élémentaire en général.(Pour OF,, la réductibilité n'est pas arithmé-
tique, pour OF,, elle n'est pas analytique). En résumé, le résultat
qui nous intéresse (l'absolue normalisabilité de tous les termes) est
arithmétique (TT. ), mais sa démonstration nécessite un détour par
une notion (la réductibilité) qui ne 1l'est pas.

Dans les systéemes associés aux théories non prédicatives, comme OF la

2’

définition correcte de la réductibilité est trés délicate.

Un terme de type primitif clos, comme le type o des entiers sera
réductible ssi il est absolument nérmalisable (AN). De méme, un terme a
de type (6—7T) sera réductible ssi pour tout b réductible de type T,
a(b) est réductible de type T . Un terme a de typel«s sera réductible
ssi pour tout type ©, et toute définition "arbitraire" de la réducti-
bilité de type T §° a{;}est réductible de typeo[t], si on définit cette .
notion en prenant, pour chaque apparition de ¢ qui remplace une
apparition de & dans 0, cette définition "arbitraire" comme définition
primitive de la réductibilité de type ¢ . Nous allons revenir
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sur la notion de définition "arbitraire". Remarquons tout de suite

que la réductibilité pour le terme a deitypeé -nlest pas.définie enc .:
fonction du premier symbole de a. (Contrairement & ce que font, par
exemple Martin-Lof et Prawitz). Ce point est important pour la
formalisation des résultats; il necessite par ailleurs de compliquer
les démonstrations, en intréduisant la notion essentielle de simplicité.
D'autre part, l'emploi de définitions arbitraires (dans un certain
sens) de la réductibilité permet deé résoudre le:probléme-posdrsar

la circularité inhérente aux types universels.

Dans le cas de OFZ’ la réductibilité se définit donc par quantification
sur un ensemble de définitions "arbitraires™ de la réductibilité, les

candidats de réductibilité, ou CR. Le probléme de la définition correcte

" 'de la réductibilité se raméne donc au choix de la définition des CR.

D'abord, en vue de ce que l'on veut démontrer, l'ensemble des termes

AN de type ¢ doit 8tre un CR de type 6, et ce fait doit &tre une
évidence élémentaire. D'autre part, l'ensemble des CR doit &tre clos
par rapport aux constructions effectuées lors de la définition induc=-
tive de la réductibilité. On definit donc un CR de type & comme un
ensemble de termes de type o satisfaisant aux conditions cruciales
(CR 2) Tout élément de A est AN.

(CR5) Si a€ A, et a /= b, alors bEA,

I1 nous faut enfin une condition (la plus importante) nous permettant

de dire qu'un CR posséde"suffisamment"d'éléments : pour celd on

définit les termes simples, dont la propriété essentielle est la

suivante : si a est simple, tous les rédions stricts de a(b) (resp. abp
sont de la forme a'(b') (resp. 8'{z}) avec a /= a', b /= b'. Dans

le cas - des systémes fonctionnels isémorphes & des systémes-de- no

déduction naturelle, les termes simples correspondent aux déductions
qui ne se terminent pas par une intraduction (si les seules coupures
considérées sont du type introd./élim.). On énonce alors

(CR 4) Si a est AN et simple, et si tous les rédions stricts de a

sont dans A, alors a€ A. En particulier:

(CR 3) Si a est simple et normal, alors a€A.

Ces définitions sont parfaitement adaptées pour la démonstration du

théoréme de réductibilité dans la plupart des systémes fonctionnels.

2

De plus, quelques retouches mineures des définitions suffisent & assurer

la formalisabilité locale de la démonstration, pour OF2, par exemple, dans
HAZ' Par contre, ces définitions perdent leur caractére opératoire quand

se pose le probléme des réductions commutatives, ou ultra-réductions, dans

les systémes possédant des types disjonctifs et/ou existentiels.

La raison de cette difficulté s'explique ainsi : si t n'est pas
simple, on peut toujours trouver, dans les systémes sans ultra-réduc-
tions, un entier n (dépendant du premier symbole de a) tel que tous
les dégénérés n-itmes de a (les termes obtenus a partir de a quand

on a effectué n fois l'opération () oud}) soient simples, et on

peut alors appliquer (CR 4) & ces dégénérés.
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Dans le cas des réductions commutatives, il n'y a pratiquement plus

de termes simples, du moins si on s'en tient a la définition primitive.
On est amené ainsi & modifier la définition de la simplicité, de
maniére a préserver les résultats obtenus précédemment, et a trouver
un nouveau principe, analogue & (CR 4) qui puisse nous permettre

de raisonner dans le cas ou ce critére est devenu inopérant. Le
résultat est le critére (CR"4), que nous ne décrirons pas ici. La
démonstration de 1l'adéquation de ce critére est fort longue. ( CR"4
est une généralisation des principes employés par Prawitz dans sa
démonstration de la réductibilité pour les systémes du premier ordre
avec ultra-réduction.) La démonstration que nous donnons sepr&te encore

\

a4 une formalisation locale presque immédiate.

III. Interprétation des fonctionnelles

D'aprés ce qui précéde, toute fonctionnelle est majorée, pour /=, par

une fonctionnelle normale unique, sa forme normale. En ce sens, on peut

dire que les régles de réduction donnent une signification aux fonctionnelles

par l'intermédiaire de leurs formes normales.

Par exemple, si on a défini les_régles de_réduction standard pour 1la
somme, AxAy (x+y) (o0,7) /=o0o+ 1 /=1T1.

Encore faudrait il :
1) Que les formes normales possédent elles-méme une interprétation

mathématique simple.

Par exemple, les fonctionnelles normales et closes de type o
s'identifient canoniquement aux entiers naturels. Il n'en va pas de

méme pour les types supérieurs. Comme nous 1l'avons dit, le choix des
régles de calcul (et donc des formes normales) ne correspond pas
forcément & une nécessité mathématique bien comprise. On s'apergoit
ainsi qu'il est presque toujours pcssible d'adjoindre certaines régles,
changeant par la-méme la notion de forme normale. (Ceci n'est bien sir
pas possible au type o, car nous ne voulons pas identifier des entiers
distincts) Par exemple, on aurait pu considérer les ™ -réductions,

dont un exemple est la regle Ax a(x) /= a2 (x non libre dans a). Cette
regle n'est pas dépourvue totalement d'intérét : en ajoutant une
nouvelle constante de chaque type, sans regle spécifique pour elle, on
voit que 1'égalité définie entre termes clos comme 1l'identité des

formes normales permet d'obtenir & peu de frais un "modéle" extensionnel
du systéme (et celad méme pour les systémes contenant GD et RED).
Malheureusement, ce "modéle", si il vérifie une condition délicate
(1'extensionalité), ne jouit pas par contre des propriétés trés simples
qu'on est en droit de demander par ailleurs.(Les l-réductions ne sont
pas étudiées dans cet exposé; la construction du hodéle est complétement
évidente.) '

2) Que la signification (extra-combinatoire) des types soit évidente

Pour le type o, il n'y a pas de probleme. Ce type peut Etre identifié
en toute trahquillité & N. Si nous avons pu décrire les types o et T
en tant qu'ensembles d'indices de fonctions récursives, le type &« T
sera l'ensemble des indices f de fonctions récursives partielles
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appliquant tout élément e de type 6 , sur m'élément{F}e de type T .
La signification du type universelAas est plus délicate : remarquons
en effet que si e est de ce type, e{t}doit 8tre de typeoitl], et ce,
pour tout T . C'est & dire que la compréhension d'un type universel
présuppose (en premiére analyse) la compréhension de tous les types,
y compris lui-méme. Il y a 1la un cercle, qui peut &tre brisé en intro-
duisant un nouveau type pour chaque ensemble d'entiers. Ces nouveaux
types sont appelés types primaires, et le type que‘meus woulons
définir fait déja partie des types primaires. Les éléments de Awo
sont par définition les e qui sont dans tous les GiP] , P primaire.
Nous venons de définir, & quelque chose prés la structure HRO, de

la seconde partie. (Remarquer la similitude entre types primaires et
candidats de réductibilité. Ces constructions.sontzaussi apparentees
4 la "réalisabilité" de Kreisel-Troelstra; la réalisabilité n'est pas
étudiée dans cet exposé.)

Signalons au passage que seule une petite partie de HRO, est 1l'inter-
prétation du systéme correspondant OF,. Cependant, cettée interprétation
par HRO,, tout en résolvant un probléme, en ouvre un autre : a, de
type ungversel.Adir , Sera interprété par un indice e, qui est dans
tous les o|P) , en particulier, e{P}{ = e pour tout P. Les objets

de type universel sont donc des fonctions définies "uniformément" sur
les types. Dans le cas précis des fonctions récursives, nous avons
uile caractérisation de l'uniformité, que nous venons de donner. Par
contre le probléme est ouvert de trouver une interprétation de 1la
notion vague d'uniformité dans un contexte qui ne soit pas aussi
restrictif que celui des fonctions récursives.

3 Que 1l'on posséde (dans certains cas) des modéles extensionnels standard .

Un modéle M du systeme fonctionnel F est obtenu par 1l'adjonction de
nouvelles constantes (pour les types et les fonctionnelles). Les

régles de réduction s'étendent canoniquement & cette structure (en
n'introduisant aucune régle spécifique pour ces nouvelles constantes),
et on se restreint aux réductions qui ne font intervenir que des

termes clos (réductions * ). On suppose de plus que M est muni, sur
chaque type ¢ , d'une équivalence =* entre éléments de type o . la
relation =* doit védrifier les propriétés :

a=%*Db > T(a) =* T(b) (a et b de type ¢ , T de typeaat)

a /=*b —5a=*pDp

Ces conditions ne sont pas suffisantes dans les applications pratiques.
On est amené & définir un type (), & deux éléments V et F (voir IV),

et on exige que =* détermine exactement deux classes sur ce type, celles
de V et de F. 5i le aysteme posséde de plus des types disjonctifs et/ou
existentiels, on demande que =* vérifie certaines conditions
supplémentaires (voir partie IV).

Un modele est standard si pour tout a de type o, il existe n tel que
a=*n. (Cenest unique, a cause de la condition sur () )

Un modéle est extensionnel si il vérifie de pius : a =% b ssi

a(c) =* b(c) pour tout ¢ ( a et b de typeawsc, c de type o ), et

a =*1b ssi altl=* b{x}pour tout = (a et b de type universel).
Remarquons en passant que la condition sur le type () élimine 1les
"modéles"obtenus & l'aide des Y} -réductions.

Il est relativement facile de construire des modéles extensionnels
standard pour les systemes OF1,OF2,CEg moyen des structures HEO, ,HEO,..
(voir seconde partie). -

(Bien entendu, la notion de modéle que nous utilisons ne différe pas
sendiblement de la notion habituelle de modéle d'une théorie formelle;
les modéles que nous considérons ici:ne sont autres que des cas
partlcullers de modéles (au sens habituel) de .théories formelles
associées aux systémes fonctionnels, dans un sens qui sera précisé

en IV.B )
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Bien que HEO, soit défini (localement) par des méthodes aritnmétiques, on
peut avoir l'impression vague suivante : les modéles extensionnels
"intéressants" de OF, sont en rapport avec les modéles de la théorie des

1

types. Cette idée assez floue est précisée au moyen du résultat élémentaire

D'un modéle extensionnel de OF, contenant la fonction caractéristique
de 1'égalité =*, on déduit un modéle de la théorie des types (et
réciproquement). Ce qulon a dans la t&te en parlant de modéle intéres-
sant (et qui peut comporter des exigences variées, par exemple possi-

. bilité de passer & la limite, etc...) n'est donc rien d'autre que de
pouvoir considérer 1'égalité comme un élément du modele.

four OF2, on a par contre le résultat négatif suivant : il n'y a pas

de modéle extensionnel de OF2 contenant la fonction caractéristique
universelie de 1'égalité (c'est & dire un E de type Aa( «,a>()), tel que
pour tout T , E{%soit la fonction caractéristique de 1'égalité sur =T ).
On montre en effet qu'on en déduirait un modele d'une théorie formelle U,

que l'on sait par ailleurs &tre incohérente. (Voir III. Annexe)

En particulier, le résultat précédent nous donne une idée précise des
limitations que nous pouvons rencontrer en essayant de préciser la
notion vague d'uniformité.

1V Equations dans les systémes fonctionnels

Seient a et b deux termes de‘type 0. Si a et b sont clos, 1'éguation a=b

a une signification évidente (1'égalité des formes normales). Pour donner
une signification aux équations dans le cas général, on remarque d'abord
que les seules équations qui nous intéressent vraiment sont celles ol a et
b ne peuvent prendre que les valeurs O et 1, c'est & dire ol & et b sont
isomorphes & des fonctions caractéristiqueé de prédicats. Aussi, introduit-
on un type spécial , noté (), & deux éléments V et F, qui représentent les
deux alternatives de la logique classique.

1 Vérité d'une équation dans un modéle

On dira que 1'équation a=b est vraie dans (M,=*) ssi pour toute suite
C d'éléments de M telle que a|C] et b[C] sont clos, a[C] =* b [C] .
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Dans la pratique, on peut considérer le mondéle particulier (M _,= )

. ' i < o’ o
des termes clos muni de 1l'égalité des formes normales. Dans 1lé cas
des systémes avec arithmétisation ou Bar-récursion, les équations
associdessmnux:interprétations fonctionnelles seront vérifiées
uniquement dans (M _,= ). Pour les autres systémes, il est plus
intéressant de demander que les équations soient vérifiées dans

certaines classes de modeles-.assez générauX.

2. Validité d'une équation

On dira que 1'équation a= b est valide (pour la validité intentionnelle
faible, VIF) si a=b est vraie dans tous les modéles du systéme.

On montre que la validité VIF d'une équation est décidable. Pour cela
on introduit des nouvelles régles de réduction (pour les termes
contenant des variables libres) réduisant certains termes de type ()
(par exemple les variables de ce type) en V ou F. La donnée d'un
ensemble cohérent de telles regles s'appelle valuation. Pour chaque
valuation IL, on a donc une notion de IL-réduction, IL-forme normale.
On prouve que a=b est VIF ssi a et b ont méme forme normale pour tout
L, et la décidabilité est alors un corollaire évident.

Mais en général, pour les besoins de l'interprétation fonctionnelle,

on a besoin d'une définition de la validité d'une équation plus
restrictive que VIF. (Par exemple VIF ne vérifie pas les axiomes de
1'égalité pour le type o, et on ne sait pas si leur adjonction préserve
la décidabilité; & fortiori, VIF n'est pas clos par rapport a
1'induction sur les équations).

On est amené & définir une extension VI de VIF, qui est close par
rapport & ce schéma. I1 en résulte que VI est indécidable.

VIF et VI sont aussi définissables & 1l'aide d'une axiomatique (voir
tableau).

- ——— S Qe rmm——— &

V Démonstrations de cohérence pour les systemes formels

Une démonstration formelle de cohérence pour une théorie T (dont nous
sommes convaincus par ailleurs de la cohérence) peut avoir de nombreux
& cbtés intéressants.

Par exemple, soit T une théorie (T= HA JHA yeee), T (l) un sous-systeéme
fini (voir plus loin) de T. Il est poss1b de formaliser la démons-
tration la plus béte de la fo§erence de T dans T en construisant
(localement) un modéle de T dans T. Ceci est possible grfice au
résultat bien connu de Gentzen (la propriété de la sous-formule).
Pour chaque énoncé A, nous obtenons(gse démonstration formelle du
résultat "si A est prouvable dans T , alors A, Ce résultat, et

les formulations diverses qu'on peut en donner, est connu sous le
nom de sphéma de réflexion.

Ainsi, une des applications les plﬁs simples des preuves formelles de
cohérence est le schéma de réflexion pour les sous-systémes finis. Il
permet de donner des démonstrations locales suffisemment générales de

résultats qui ne sont pas globalement formalisables.
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On définit les sous-systémes finis des systemes fonctionnels, en
restreignant l'application de certalns schémas (récursion, extractlon,
etc...) : on demande que dans REC?, alc},..le type o appartienne &
un ensemble de types engendré par un nombre fini d'entre eux, au moyen
des opérations de changement de nom des variables libres et de
substitution réciproque. Prenons par exemple le cas de OF
théoréme de réductibilité pour OF, n'est pas démontrable %a s\HA,.

. L o 2 s A )2
Si par contre, on considére un sous-sysieme fini de OF,, OF2 , On
voit immédiatement que le théoréme de réductibilité pour cB systéme
Bé déméntre, pour chaque fonctiounnelle a, a partir d'un certain
nombre de compréhensionm-et d'imduationm, ne dépendant pas de a, et
que cet'e?semble d'axiomes constitue un sous-systeme f%n} de HA
soit HA « En appliquant le schéma de réflexion de HA ?i)
.on en déduit une démonstration dans HA2 de "tout terme de OF %
absolument normalisable"

D'autre part, en formulant les systémes logiques en termes de systemes de

déduction naturelle, on aboutit au concept essentiel de démonstration

sans coupure (& ne pas confondre avec la notion similaire pour les

systémes de séquents).

Les inférences logiques sont divisées en deux catégories : les
introductions et les éliminations. Les coupures sont des redondances
dans les démonstrations formelles. Elles se rencontrent en général
quand une élimination suit immédiatement une introduction. Les
démonstrations sans coupure ont des propriétés trés intéressantes,
spécialement pour les systémes du premier ordre (propriété de la
sous-formule). Leur intérét, pour les systémes d'ordre supérieur,
quoique plus limité, est cependant indéniable.

On montre élémentairement qu'il existe un isomorphisme entre systémes
de déduction naturelle et certains systémes fonctionnels. L'image
isomorphique des déductions sans coupure n'est autre que l'ensemble des
formes normales. La transportée par cet isomorphisme de la relation de

réduction définit le processus de normalisation. Le théoréme de

réductibilité pour les systémes fonctionnels trouve alors son analogue

dans le théoréme de normalisation forte.

Les sous-systémes finis des systémes de déduction sont obtenus au
moyen de cet isomorphisme, & partir de la notion similaire déja
définie pour les systémes fonctionnels.

I1 y a plusieurs fagons non équivalentes de dire qu'un systeme de
déduction naturelle admet "sufisemment" de démonstrations sans
coupures s considérons les énoncés

(H) (Hauptsatz) Si A est démontrable, il est démontrable sans coupure.
(N) (Normalisation faible) Si I est une démonstration de A, on peut
normaliser ID en une démonstration sans coupure.

(NF) (Normalisation forte) L'ensemble des suites de normalisations
strictes de A est fini.

En général, (NF) —(N) — (H); des exemples s1mp1es montrent que les
implications réciproques ne sont pas toujours vraies. Par exemple,
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soit T un systéme de déduction dans lequel il existe un A ne vérifiant
pas (N). Soit T' le systéme obtenu en ajoutant l'axiome (régle :
d'introduction sans prémisse) A. Alors A vérifie (H) dans T', mais

pas (N).

Le probléme du choix des régles de réduction se traduit isomorphique-
ment par celui du choix de la procédure de normalisation. On débouche
sur le probléme délicat de l'identité de preuves. Pour plus
d'informations sur ce sujet, voir Kreisel 1970 et Prawitz 1970.

Pour les sous-systémes finis, le théoréme de normalisation forte est

démontrabie dans le systéme global.

Soit T une théorie (par exemple T=HA2), T(l) un sous-systeme fini:s. de
T(ign rouve formellement dans T que, si Jxa est démontrable dans

T ( 7 clos), alors il existe un n tel que A n] soit prouvable
dans T'7’/, Ce résultat se généralise de diverses fagons, a l'aide

du schéma de réflexion.

VI Interprétations fonctionnelles

Soit T une théorie (T=HA1, HA2_), F un systéme fonctionnel (F=OF1,OF2 ) .
L'interprétation fonctionnelle de T dans F traitée dans cet exposé
associe & tout énoncé A de T une expression A* de la forme Eﬁx‘\fyt EA(x,y),
ou EA‘est une équation de F., La fonction=E —9EA est récursive primitive.
On dit 3xVy EA(x,y) est valide ssi on peut trouver a (ne contenant pas y)
tel que EA(a,y) soit vérifide (voir IV).

L'interprétation fonctionnelle vérifie alors

- 8i A est prolivable dans T, A* est valide

- JLl* ntest pas valide

En particulier, on peut caractériser les fonctions récursives
qu'on peut montrer &tre totales dans T (fonctions récursives
prouvables de T) & l'aide des systémes fonctionnels. Ainsi, les
graphes des fonctions récursives pmouvables de HA_ sont exactement
les graphes associés aux fonctions (fonctionnelles de type o— o) de
OF .

n

L'interprétation de T dans F assure aussitdt, modulo le théoréme de

réductibilité pour:F, la cohérence de T.

Par exemple, soit T la théorie HA + (cT ), ou CT est une forme forte
de la thése de Church. T s'interpPete daBs le sysBéme fonctionnel OFA_ .
D'autre part le théoréme de réductibilité pour OFA_ est prouvable :
localement (c'est & dire pour les sous-systémes finis) dans HA . On

en déduit immédiatement la cohérence relative de HA_ + (CT ) par
rapport & HA_. (CT_ ) exprime formellement que toute fonction calculable
est définie par uné fonction de OFAn. En particulier, la négation du
théoréme de réductibilité pour-OFAn est conséquence formelle de (CTn).



Intr.12

Puisqu'il existe en général des énoncés non prouvables dans T, mais dont
l'interprétation est valide, on en déduit nomr:8éulement leur cohérence

relative, mais aussi leur caractére conservatif par rapport a certaines

classes d'énoncés, et des résultats de cldture, par exemple

Le Principe de Markov est interprétable dans OF_, alors qu'il n'est
pas dérivable dans HA . En combinant ce fait avec 1'élimination des
coupures et le schémade réflexion, on démontre la cdture de HA
pour la regle de Markov.

Finmlement, les interprétations fonctionnelles permettent dans certains
cas une réduction du probléme de la prouvabilité dans T & la solution
d'une équation de F d'un type particulier, notemment pour les énoncés

purement universels.

Je tiens a remercier le :Prefésseiir: Kreigel pour ses suggestions (notemment
les résultats de V.sec.5 et VI,sec.2. répondent a des problémes qu'il m'a
‘signalés) et ses critiques (par-exsemple les résultats de II.sec.5.,111.Ann.B,
répondent & ses critiques touchant & un manque de clarté dans une version
préliminairej.

Je remercie également M.Reznikoff pour ses encouragements et pour avoir
vérifié un certain nombre de démonstrations.

Je remercie finalement le Professeur Choquet pour avoir eu la gentillesse

de diriger mon sujet de thése complémentaire.
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CONSEILS GENERAUX Dk LECTURE

La rédaction de cet exposé étant assez uniforme, il est peut &tre bon

de donner quelques‘points de repéres.

Approximativement, on peut dire que les résultats que nous exposons sont
centrés sur la dualité 1°F ordre / second ordre, l'accent étant plutdt mis
sur le second ordre. Celd signifie, qu'au niveau des systémes fonctionnels,
le lecteur éura avantage & se concentrer en premiére lecture sur OF1 et OF2,
gu niveau des systémes formels, sur HA1 et HAZ'

En seconde lecture, on pourra se concentrer sur OFA1 et OFB1.

Les autres systémes OFn, OFAn, OFBn, ainsi que les HAn, n'offrent alors
plus de difficulté spéciale, quand les cas particuliers n=1 et n=2 ont été

bien compris.

Nous avons adjoint un certain nombre de tableaux descriptifs et comparatif

pour les cas n=1 et n=2.
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TYPES ET SCHEMAS FONCTIONNELS (cas ng2 )

TYPE Schémas Réductions Observations
agsociés
i~ ============:===================:=====:=========#===================
_ . REC(a,bjo) /= a o est le type
o o, S, REC . . B , des entiers
REC (a,b,Sw) /= b(REC(a,b,w),w) naturels.

- APab est abrégé
===========================‘1============:=================:===================
: . EXTat est abrégé
Aour DTxa ,EXTaT Drwa{t}/= alt] en a{z}. Probléme

de 1'"uniformité".
=============================================================================
1 2 Le type le plus
) ®ab, me, e T Raja, /= a; simple. Correspond
__________________________ e e eeeeo——o—oo-.2u_produit cartésier
\ﬁXW Izé, STuxbe STaxbI’a /= bEz,a] Ultra-réductions
============::================:====::::======:===:======:_“====================
S +T 1La,ﬂ?a,€9xybcdl G&yh1b2u}a /= bi[a] Vltra-réductions
==========================£==:==::===========================================
0% voir texte redondant si n=1
=======:=======================================ﬁ====================
: contredit la
GD,RED voir texte
continuité.
==================‘========:=====================‘=====================
cT nécessite la
B voir texte continuité. OFBn
\(Bar-récursion) définit les mémes
graphes de fctions
rec. que OF .
n+1
Image isomorphe
¢ . 5 ' -
IND voir texte dg schéma ?.induc
tion par l'isom,
d'Howard. Inutilisé
dans les systémes
fonctionnels
proprement dits.
=========F==================b============================JF====’================
a D(V,a,b) /= a
v,F,D 18y : ~
O Iy D(F,a,b) /= b I-réductions
========:!=====================================================================




NOM du SYSTEME F

-1t 2+ -t 1t 1

SCHEMAS DE F

Le théoréme de
réductibilité pour
F(l) se prouve dans

=ﬂ==================ﬂ

Le systéme F permet
l'interprétation

fonctionnelle de

Un modéle extensionne
standard de F est

obtenu & 1l'aide de

SYSTEMES FONCTIONNELS OF1, OF2 et OFA1
OF1 OP2
o, S, REC les schémas de
A, AP OF,, et
1 .2
Q,T ,u DT, EXT
0 (redondant) I, ST
T i 331 i1 1 i1ttt 1 1ttt it iriitrtrt
HA1 HA2
(arithmétique (analyse non
de Heyting) v prédicative)
=================d 3 21 1t -t 1+ 3t %
HA, HA,
= =============’.======
1
HEO1 HEO2
Existence d'un Inexistence

Observations

modéle extens.

stand. contenant

la fction carac

de 1'égalité.’

d'un tel modeéle
contenant la
g’ fction caract.

universelle de

1'égalité.
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les schémas de

OF1

GD, RED.

, et

impossible

OPA, définit le-
mémes graphes d-
fctions rec. qu=
OF, . On peut
prouver la nég:i -
tion du th. de
réductibilité

ds HA1 + (0;1}
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D DEDUCTION

schéma fci schéma fcl
Enoncés Introduction correspondant Elimination correspondant
K : :
A-—>B : Axa : : APab
B A —B A
A-—B B
ANB : : ®ab : nta
A ' B _J£1A A2_
A
ANB i
L[] i . K B
A VB . 47a . . . ©Oxyabe
A, AV B C C
i
A,] vV, A2 C
1 pas d'introd. sans objet . | H
L |
A |
!
‘.
. . 1
VxA : DIwa : | EXTat
A I xA 3
W xA | ATT] 1
=================:=:=======ﬁ================================;=================
. 7 . K |
L IxA . I%a . : STaxbe
: AlT) 3 xh B |
} IxA B |
AUTRES SCHEWMAS
Schéma Signification spohéma fcl correspendant
F============= ========================================ﬂ
A ypothése xC
A2°0 Ax® ASx  Induction IND
At
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AXTOMATIQUE DE VIF

(VIF 1) & = b . a
- (*)
(VIF 2) a(V) ~a(F)
a(b)
(VIF 3) v
(VIF 4) a | a->b
b
(VIF 5) a(i¥x) .
a(t) (**)
(VIF 6) a(njx) a(u2y) )
(***
a(t)

(*) azASb signifie 1'égalité des formes normales de a et b "ancien style".
c'est & dire indépendemment des IL-réductions.
(**) g »t k‘nendont:pas lidbresxrdans a.

(***) x ¢ géipendont pesrlibrea-dems a.

SCHEMA SUPPLEMENTAIRE POUR VI

(VI) A [5,2] A [x,5z) > A [Sx,2z]

ATt,01
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DEFINITIONS E3SENTILLLES D4 L SooOMNCE FARLDIE

a posséde tous ses rédions (stricts) ssi tout sous-terme RED(b,c) de a,

b et ¢ normaux et clos, adnet une forme normale.

ABSOLUE NORMALISABIIITE

- 81 a est normal, a est AN
- si a posséde tous ses rédions stricts, et si tous les rédions stricts

de a sont AN, a est AN.
DEGENERES

‘ .. i a
Si b est soit a, soit un dégénéré de a, et si ¢ est b(d), b{s}, b, H b,
®Oxyefb, ST ’®xdb, c est un dégénéré de a.
(Si on supprime les dégénérescences H, @, ST, on obtient les dégénérés

inverses de a)

SIMPLICITE
a est simple ssi pour tout dégénéré inverse b de a et tout c tel que

b /=s c, la derniére régle de réduction utilisée est stricte.

CANDIDATS DE REDUCTIBILITE

Un ensemble A de termes est un CR de type T ssi A vérifie
(CR1) si a€A, a est de type o
(CR2) si a€A, a est AN,
(CR 3) si a est un te;me simple et AN de type ¢, aCA,
(CR 4) si a est un terme simple de type o possédant tous ses rédions stricts
et tel que tous les rédions stricts de a soient dans A, a € A,

(CR5) sia€A et a /=b, alors beA.

DEFINITIONS POUR LES ULTRA-REDUCTICNS

a-/b ssi
(i) b ne commence ni par &, ni par ST, ni par H, et a=b
(ii) b est @xycde et &8 =/ d oua -/ e .

(1iii) b est STAxcd et a -/ ¢
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a =/ b ssi b', b /= b' et a -/ b'.

Criteére (CR"™ 4), pour les ultra-rédustions; dans ce qui suit, f désigne

une suite de dégénérescences inverses.

Types disjonctifs

Supposons que :

(i) @ est-unitderme:~ AN

(ii) f a et £ b sont dans A

(iii) pour tout & e (resp.u"e) tel que nw e =/c (resp.ue =/c),

falel (resp.fbfe)) est dans A.
alors ffyxyabc est dans A,

Types existentiels

Suppesons que

(i) b est un terme AN.

(ii) £ a est dans A.

(iii) pour tout 1% =/ b, faft,c] est dans A.

alors f£STuxab est dans A.

Type absurde

Supposons que
(i) a est un terme AN.
(ii) les fcl contenues dans la suite f sont AN

alors -f HTa est dans A.
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NOTES

Systeme OF1 : dans la littérature, systéme T, du & Godel 1958. En 1958-59,
dans ses course-notes, Kreisel définit HRO et HEO (dans notre terminologie,
‘HRO1 et HEO1). Dans Kreisel 1959, on trouve entre autre la preuve de
lt'interprétathilité du principe de Markov, et le non counterexample. Le
systéme T est reformulé dans Spector 1962, et Tait 1967, qui donne la
démonstration de réductibilité sous une forme & peine différente de celle
que nous avons donnée pour OF1. Le fait que l'interprétation des axiomes
de4l'arithmétique est valide a été vérifié dans Spector 1962, et aussi
Yasugi 1963%
Systeme OFB1: Dans son papier de 1962, Spector introduit un systéme
(sans quantificateurs) 24 pour des fonctionnelles (extensionnelles) de
type fini conteﬁantégf la Bar-récursion. Dans son papier de 1970, Tait
définit un ensemble de termes (OFB1) qui donne un modéle de 2#
Nous montrons que l'interprétation fonctionnelle n'utilise qu'un cas
particulier d'extensionalité, ce qui permet d'ééfendre la démounstration
de Spector aux systemes SAn, au moyen des systemes OFBn introduits, pour
n)1, dans Girard 1971. En particulier, OFBn et OFn+1 définissent 1les
mémes graphes de fonctions récursives.
Systéme OF, : Syst?me fonctionnel introduit dans Girard 1970. L'interpréta-

2

tion de l'analyse dans OF, est nettement plus simple que dans 2; ou OFB1.

2
Par contre,'la signification de OF2 est beaucoup moins claire. Lacc-zirn
&émonstration de la réductibilité pour OF2 nécessite l'introduction des
candidats de réductibilité. Sur un plan différent, une construction
similaire avait été exposée pour la réalisabilité par Kreisel et Troelstra

1970 (article écrit en 1968). Troelstra 1971 généralise HRO, au second

HEO, a é%é construit spécialement pour

ordre par la construction de HROZ. >

cet exposé (Juin 1972).
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Systémes OFA : Systeémes fonc.ionnels introduits dans Girard 1977 pour
1l

répondre a une question de Kreisel, tormulée notemment dans sreisel 1970.

La cohérence relative de HA2 + (CT) avait déja <té prouvée dans Kreisel-

Troelstra 1970, par des méthodes de réalisabilité.

Systeémes OF : (n)2) Introduits dans Girard 1971, pour obtenir l'inter-
Il
prétation fonctionnelle de la théorie des types. Dans le méme papier,

1'auteur décrit aussi les OFBn (n¥2).

Systemes de déduction naturelle

La découverte des systémes de déduction naturelle, si elle remonte 2

Gentzen dans les années 30, restera sans conséquence importante jusqu'au
livre de Prawitz 1965. Takeuti 1953 décrivait d'autre part en termes de
sequents classiques un systéme G1LC pour le second ordre, et émettait sa
"conjecture fondamentale" sur 1l'élimination des coupures dans G1LC.

Sous la forme "Hauptsatz", ce résultat fut prouvé de diverses facgons,
par Tait 1966, Takahashi 1967, Prawitz 1968. La démonstr:tion de la
réductibilité pour OF2 inspira une triple preuve de normalisation pour
HAZ’ dans Girard, Martin-Lof et Prawitz 1970. Aucune de ces trois démonstra-
tions ne pfouvait la normalisation forte, mais, chose amusante, elles se
complétent trés bien, c'est & dire qu'en prenant une définition de la
réductibilité trés proche de celle de Girard 1970, des CR trés proche de
celle de Martin-Lof 1970 (en ajoﬁtant des clauses d'absolue normalisabilité)
(Nartin-Lof énonce tréis critéres, qui, si on les réécrit en ajoutant des
clauses pour assurer l'absolue normalisabilité, sont trés proches de notre
formulation de (CR 4); la définition de la simplicité, qui permet de
donner une forme trés générale a des critéres épars, a été faite dans le
cadre de ce travail.), et en reprenant les constructions de Prawitz 1970
(En particulier AN, et surtout, le critére (CR"4) que nous donnons ici
généralise la démonstration de Prawitz pour les ultra-réductions au

premier ordre.)
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le démonstration trés élégante de Church-Rosser que nous avons donnée,
est due & Tait (non publié) . Cette démonstration a été présentée dans
Martin-Lof 1971.(Pour le lambda-calcul, voir Barendregt 1971).

Pour HA1 les résultats de normalisation sont dus a Jervell 1970; ces

résultats sont un cas particulier de Martin Lof 1970 A.

Le schéma de réflexion : L'emploi systématique de ce schéma remonte &

Kreisel 1959 et 1968, Les résultats essentiels sur la question sont
éxposés dans Kreisel et Levy 1968.

- Les résultats de cl8ture : pour le premier ordre, ces résultats ont trés

souvent été obtenus au moyen de la réalisabilité. Pour un exposé approfondi
sur le sujet, voir Troelstra 1970. Pour le second ordre, un cas particulier
de la clbture par rapport & Markov est démontré dans Kreisel 1968, &

l'aide des résultats de Spector 1962. La démonstration que nous donnons

eét exposée dans Girard 1971, et elle répond a une question de Kreisel.
Kreisel a d'autre part montré ( Kreisel 1970, p.122) ' que HA,
n'est pas cloé par rapport & la régle : si (Y x(AviA)-vIxA ) alors

( Vx(AriA)>Txp).

Les résultats de cldture au second ordre ont été exposésidans Troelstra
1971, mais , ne disposant pas de procédé pour formaliser les démonstrations
localement, il n'énonce les résultats que pour les énoncés clos. Troelstré

considére un certain nombre de régles particuliéres que nous n'étudions pas

ici.

Validité : Cette notion a été introduite dans cet exposé pour avoir une
description claire des principes impliqites utilisés:dans les interprétations
fonctionnelles., Le type (), qui correspond & quelque chose de trés courant
dans le lambda~calcul nous permet d'avoir des descriptions trés simples
(contrairement & o, utilisé précédemment dans la littérature), et des

résultats comme la décidabilité de VIF.



NO.4.

Autres sujets : Les traductions de I.Sec.5. sont inspirées des résultats

de Prawitz 1965; au moyen de 1'isomorphisme d'Howard, introduit en 1969

par Howard.(Ce résultat essentiel nous pefmet de ramener la nornalisation
forte & un iésultat déja prouvé dens les sytémes fonctiornels.). La
traduction de o est due & Martin=sLof 1970 B. L'exsistence de cette traduction
nous a inspiré les résultats de I;Ann. .

Les relgtions de la Bar-récursion avec la thése de Church et la continuité
sont exposées dans Howard & Kreisel 1966. Pour une discussion détaillée de
la theése de Church, voir Kreisel 1968,

Dans Shenfield 1967, une variante de l'interprétation de Godel pour
les systemes classiques est donnée pour HA?. Il n'y a pas de difficulté
a4 ¢éfendre cette interprétation particuliére aux ordres supérieurs, en
utilisant des schémas analogues a (G10).

ia notion de modéle que nous utilisons dans cet exposé differe des
notions courantes de modéle pcur les systemes fonctionnels en ce que

- soit aucune condition autre que celle d'interpréter la réduction
n'était demandée, et en particulier l'existence de t:cls modeles est
conséquence imnédiate de Church-Rosser, et ils n'ont aucun intérét pour
l'interprétation fonctionnelle.

- s0it les conditions exigées étaient trop fortes (il est tres difficile
d'exprimer simplement les conditions simples sur les tautologies & 1'aide
du type o, sans &tre amené & demander beaucoup plus que ce qu'on a en téte)
C'est pourquoi, nous avons introduit le type (), qui a des applications
intéressantes, telles la décidabilité de VIF. De plus, nous avons
mis 1l'accent sur la distinction entre /= et /=*, car, par exemple, HRO1
ne définit un modeéle de OF, que par‘rappoft a /«*. Par contre, pour les
modeles extensionnels, les conditions sur 1l'égalité sont équivalentes,

gqu'on les exprime en termes de f®U ou de /=*.
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SECTION 1 : ORDRES ET OPERATEURS

1. La hiérarchic des ordres

Les ordres sont donnés- par la définition inductive :

(1) O est un ordre

(2) 1 est un ordre

(3) () est un ordre

(4) si R1""’Rn sont des ordres, (R1’°"’Rn) est un ordre.

Remarquons que (3) est un cas particulier de (4).

I1 n'est pas nécessaire d'utiliser tous les ordres pour la construction
des systémeé fonctionnels. En particulier, O et 1 jouent un rdle
pratiquement insignifiant dans les deux premieres parties.

Si nous n'utilisons qu'un sous-ensemble de la hiérarchie, il faudra
bien entendu que ce sous-ensemble contienne (),‘et qu'il vérifie la
propriété suivante : si (R) est dans ce sous-ensemble, chaque €élément
de la suite R est aussi dans cet ensemble, ceci afin d'éviter des
anomalies.

() sera 1l'ordre des types; similairement, ((),()) sera l'ordre des
opérateurs binaires, qui, telle la fléche -a,lagissént sur les typeé;
similairement, tous les ordres construits sans les clauses (1) et (2)

ont une interprétation du méme genre..

2. Les opérateurs

Ce qui suit doune, pour chaque ordre R, une définition inductive de

la notion dfopérateur d'ordre R.

2.1. Variasbles et constantes

- Variables : les variables d'ordre R, ou indéterminées d'ordre R,
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R, PR' KR,... sont des opérateurs d'ordre R. On abregera indéterminée

o
en ind, et ind. d'ordre R en R-ind.

- Constantes : le choix des constantes dépend, bien entendu du systéme
fonctionnel considéré. En général, o sera une constante d'ordre ().

Seconcle
Dans la partie, nous introduirons une autre constante d'ordre

(), que nous noterons aussi ().

En vue de la troisiéme partie, remarquons que = est généralement
parmi les constantes d'ordre (0,0), S parmi les constantes d'ordre 1,
o parmi les constantes d'ordre O, etce..

2.2, Opérateurs dtordre O (en. vue de la troisitme partie)

- Si (¢ et T sont des opérateurs d'ordres respectifs 1 et 0, 0T est
un opérateur d'ordre O.

- Si § et T sont des opérateurs dfordze O, ¢+T et O .C sont des

opérateurs dtordre O,

(Ainsi, les opérateurs d'ordrg O sont définis comme les termes de
l'arithmétique, construits en utilisant aussi éventuellement des
variables de fonctions)

2.3. Opérateurs d'ordre (), ou types

- 51 ¢ et T sont des types, @—> T est un type.

- si ¢ est un type, si & est une R-ind, N6 est un type.

- 81 @, t1,..., ’Cn, sont des opérateurs. d'ordres respectifs
(R1""’Rn)’R1""'Rn’ T Tieee 'L’n est un type.

2.4, Opérateurs dlordre supérieur
distincbes
Soient 0(1,..., o(n des ind. d'ordres respectifs R1""’Rn , et G un
type, c'est & dire un opérateur d”ordre (),30(1... arf'est un opérateur

d#ordre (R1 goee ,Rn) .
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3. Indéterminées libres et mueltes

Dans /\m@" et %«1...0(116' ’ <>(,0(1 ,...,q/n, sont muettes. Ceci est suffisant
pour pouvoir définir généralement la notion d'indéterminée libre et
d'indéterminée muette. Noué faisons grédce au lecteur de cette fastidieuse
définition.

Dans ce qui suit, nous supposons que tous les opérateurs utilisés
sont 1ibérés par un procédé quelconque des complications qui résultent
d'un malencontreux usage des variables libres et muettes. Nous convenons

d'identifier systématiquement, au niveau de 1'écriture des objets

qui ne différeraient que par les appellations différentes de leurs
variables muettes. (Ceci est toujours possible, au moyen du "carré de
Bourbaki".)

Nous ne définirons pas non plug la notion de substitution (combinatoire
d 'un opératéur pour une ind. . Avec les conventions précédentes,
cette opération s'effectue sans probléme.

En général, nous noterons [81,..p,un/8;,...,7533' le résultat
de la substitution simultanée pour m1,...,o% des opérateurs Yﬁ,...;% ’
sous réserve que l'ordre de di soit égal a celui de Zi (i=1..en).

Si la suite 0& est déterminée sans ambiguité par le contexte, nous

pourrons adopter la notation G’[Tﬁ,...,Th] .

4. Egalité entre opérateurs

La définition de 1'égalité entre opérateurs est une conséquence
nécessaire de J'interprétation des opérateurs :
4,1, Signification des opérateurs
- o0 est le type des entiers
-05% est le type des fonctions qui, a tout objet de type & , associent
un objet de type T .
A , il N
- N6 est le type des objets qui sont définis unifofrément sur les

types G'I‘CJ , pour tout T .
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-
(%

n

a"’c.l...'cn est le type obtenu en appliquant les arguments 21,...,

1'opérateur € .

[

- ﬁd‘...a(nG' est l'opérateur, qui, appliqué aux arguments %1‘,...,%,

prend la valeur 5[61 yeese ,'Zn-j .

Ainsi, ce qui précéde suppose l'identification de

1\0(1o-.0(n6“51...tn et de G[t.],.o-,tn].

422 Opérateurs normaux
Un opéréteur est normal ssi il ne renferme parmi ses sous-opérateurs
(ctest & dire les opérateurs qui lui sont antérieurs dans sa construction}
aucun type de la forme 'XOH , ...uns“q ...Tn.

4.3, Réduction des opérateurs

la relation de préordre /= définie entre opérateurs de méme ordre par

(%R 1) ‘ 6 /=6

(OR 2) si G/=T et /= p » alors 6/=]o

(OR 3) si 6' est obtenu & partir de 6 par remplacement d'une

apparition de T par une apparition correspondante d'un T' tel que
T/=t', alors 6 /=6"" ,

(OR 4) Nolgeeett 6T eee /= Gfri,...,'cn']

est appelée relation de réduction. 6 /=T se 1lit " 6 se réduit en T .

Si 6/=T , et si € est normal, alors T est une forme normale de € .

THEOREME 1
Tout opérateur admet une forme normale et une seule, que nous appelerons
sa forme normale.

Démonstration

Le théoréme 1 peut &tre obtenu directement par des procédés élémentaires.,
Mais cependant, il apparaftra que les opérateurs se plongent isomorphique~
ment dans une partie trés restreinte des systémes fonctionnels, et que
donc, e théoréeme 1 est conséquence des résultats généraux des deux
premiéres parties. Pour voir que cette justification ne tourne pas en

rond, il nous suffit de remarquer que 1l'image isomorphique de 1l'ensemble



des opérateurs est un systéme fonctionnel qui n'utilisc pas la
notion générale d'opérateur.

4.4. Egalité de deux opérateurs

2 Nous dirons que deux opérateurs sont €gaux ssfils ont la méme forme
normale. Ceci constitue évidemment une relation d'équivalence, d'apres
le theoreme 1.

Dans ce qui suit, nous convenons d'identifier toujours un opérateur
avec sa forme normale. Ainsi, " est libre dans G " signifiera que
¥ est libre dans la forme normale de & . De méme, 6(T] représentera la
forme normale de GEL], tel qu'il a été défini en 3.

Cependant nous n'avons pas défini les opérateurs non-normaux pcur
le plaisir de nous restreindre ensuite aux opérateurs normaux. En fait
dans certains cas il s'avére malaisé de raiscnner directement sur les
opérateurs normauxe. Le détour par les opératcurs non normaux sera alors
simplificateur. Cette situation se présentera lorsgu'il s'agira de
définir des propriétés par induction sur les opérateurs, comme la QR
de la seconde partie. 11 nous faudra bien entendu nous assurer de
la cldture de nos définitions par rapport a 1'égalité telle que nous
venons de la définir,

Dans les cas ol la notion d'égalité entre opérateurs utilisée
ne ressort pas clairement du contexte, nous réfererons & 1'égalité des
écriturcs formelles (modulo les changements de variables muettes) de 3.

sous le nom d'égalité -syvniaxique, alors que la notion que nous venons

de définir sera appelée éralité modulo les ORi.
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SECTION 2 : LES FONCTIONNLLLES X

Ce qui suit est une définition inductive, pour chaque type ¢ , de

la notion de fonctionnelle de type & . (ou 6 -fonctionnelle, ou G -fci,

ou fcl si le type n'importe pas ou ressort clairement du contexte)

On pourra aussi employer 1l'expression "terme", qui aura le méme sens.
Bien entendu, de m8me que l'ensemble des ordres que l'on considere
peut &tre restreint, nous pouvons de méme restreindre l'ensemble des
opérateurs, et l'ensemble des fonctionnelles., I1 y a méme des schémas
qui sont mutuellement incompatibles, tels B d'une part, GD et RED de

l'autre. En section 5, nous donnerons une terminologie pour les
systémes fonctionnels courants.
Une-coupure trés nette s'établit entre deux types de schémas de

construction de fonctionnelles. Certains d'entre eux, les schémas logiquer

sont 1iés a la notion de démonstration intuitionniste (voir troisiéme
partie), tout en ayani cependant une signification évidente dans les
systémes fonctionnels proprement dits. Les autres schémas, qui supposent
généralement l'utilisation du type o, n'ont pas d'interprétation
complétement satisfaisante en termes de démonstrations; nous les

appellerons schémas fonctionnels.

Typiquement, la lambda-abstraction appartient aux schémas logiques,

alors que la Bar-récursion est un schéma fonctionnel.

1. Schémas logigues

1.1+ Variables

Pour chaque type 6 , les variables de type G , f:, yG, 25,... sont des
G ~fcl.
Qui dit variasblec dit t6t ou tard distinction entre variables libres

et variables muettcs. Nous faisons des conventions similaires & celles
de la section 1.3+ « I1 nous suffira d'indiquer quels sont les

schémas mutifiants, au cours de notre description.



1.2. Schémas 1liés a —3.

-Sia eét uﬁe € -fcl, x une 0 -variable, Axa est une (g7 )-fcl.
- 5i a est une (§9T)-fcl, si b est une 6-fcl, APab est une T-fcl,
usuellement notée a(b), ou encore ab.

Exemples et signification

a(b) représente la valeur de la fonction a (voir secel.4.1.) sur
l'argument b. AP est donc une abréviation pour application. Axa ,

dans lequel x est muet, est obtenu par ’/\-abstraction, et dénote la

fonction qui, & tout b de type §, associe la fcl de type T ,a[b] N
Cette explication implique que nous aurons plus tard & identifier
Uxa(b) avec a[bJ « S1 6 est un type, d'aprés 1.1. et 1.2., ﬂxclxv est
une fonctionnelle de type 66 . Les explicatipmes que nous avons données
montrent que //\xx(b) doit &tre entendu (pour le moment heuristiquement)
comme b, C'ést a dire que%xﬁlxol représente l'application identique.
1.3. Schémas 1iés au N .

~-sia est une 6 - fcl, et si X est une R-ind stratifiable dans a, c'est

a dire quet n'est pas libre dans l'indice'supérieur d'une varicble
libre de a, DTya est une (Ax§ )-fcl.

- si a est une (Auf” )-fcl (& d'ordre R), et si¥ est un R-opérateur,
EXTaT est une ¢[T])-fcl. On abrége EXTaT en a{’C}, ou encore aT .

Exemples et signification

DT (la stratification universellc) et EXT (1'extraciion) offrent de:

grandes similitudes avec “ et AP. Remarquons d'abord que & est
muet dans DTXa. Si a est une A(xG' -fcl, et T un opérateur, a{’t} désigne
la composante de 1'ensemble uniforme. de fcl (voir sec.1.4.1.) représenté
par a, pour l'opérateur T , c'est & dire sa composanie sur 0‘[1:].

DTwa désigne l'ensemble 'uniforme;\ de fcl dont la composante pour % est

alc] .
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En reprenant l'exemple donné en 1.2.,? % est une (d-2x)-fclj

il en résulte que DT« A x*x* est une fcl de type A« (¢ - 4), qui correspond
a3 la donnée uniforme de toutes les applications identiques d'un type

sur lui-méme. Les indications hguristiques sur la signification de

DT et EXT nous laissent pressentir l'identifaication de DTc&aXtS et

dé afc]. Ainsi DTK:Kxﬁxd{Tﬁ sera A X°x* . La condition "¢ stratifiablec
dans a" vient naturellement de 1l'isomorphisme entre DT et la regle de

\ -introduction (III,sec.1,2.5.1); on peut aussi remarquer que, si

par exemple, on avait le droit de former DT« X , la variable libre x

n'aurait plus de type, puisque dé¢s que o est muet, « perd toute identité.

2. Schémas fonctionnels

Tous les schémas présentés ici supposent le type o. Les schémas 2.2.
et 2.3, sont exclusifs les uns des autres.
2.1. Récursion
- 0 est une fcl de type o.

- S est une fcl de type 00
- Pour chaque type § , REC® est une fol de type (&,(0¢,036),0-26").
(nous avons utilisé l'abréviation bien connue ( f,Gﬂa‘t) pour
%—>$AID ‘)

Exemples et signification

Si on définit le terme n par p+1 = Sp , on voit que le type ¢ est lc
type des cntiers, S représentant le successeur de 1l'arithmétiques
De par sa définition, RECG'peut prendre trois argumenis a,b,et c.
REC(a,b) est une fonctionnelle dc type oG définie par récursion a

pariir de a et b, a é¢tant la bose de la récursion (c'est a dire

n+1,

joud

que REC(a,b,0) dénotcra a), et L nous permettant de passer de n
(c'est & dire que si KEC(a,b,n) a été reconnu comme étant c, REC(a,b,Su)
dénotera b(c,n) ).

Si on considére les termes suivanis
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Ad : RECAxCx® Ax°?0N50N %5 (x°° (°))

f{REC'Axo3'KX°?°3zoﬁy°Ad(x°*°(y°),yo)

P 1 RECoAx°Ay%y°

on vérifie que

Ad(n,0) = n , Ad(n,Sm)=S(Ad(n,m))

.(n,0) =0, «(n,5m) = Ad(.(n,m),n)

P(o) =0, P(Sn) =n

1'égalité désignant ici:la signification heuristique des concepts
(rappelons que cette signification n'a pas encore été donnée de maniére
formelle, et que, de plus, méme si cette signification a été rigoureusc-
ment définie, il nous faudra encore étéablir son bien fondé)

De maniére évidente, Ad,.,P, désignent respectivement 1l'addition, la
multiplication, le prédecesseur de l'arithmétique.

2.2, lLa Bar-Récursion

Pour tous types 6 et ¢ , ﬁTT est une fcl de type

(T ,(0>T)»T ), (056 )5 0),(056),6 ;o }.

Ainsi que 1l'a montré Tait, il peut &éire utile d'adjcindre 1e“schém£\
suivant : si (P =(Qn)neI\I est une suite de fcl closes de type 6
(6’,TF) est une fcl de type (0=6" ). Il est facile de remarquer que
l'application de ce nouveau schéma nécessite de penser les termes

non plus en tant qu'objets représentables par des entiers, mais en
tant qu'objets codables par des suites d'enliers, c'est & dire des
fonctions de NN dens IN, une suite de suites d'entiers étant bien
entendu encore rcprésentable par une suite d'entiers.

N.B. ILes fecl (5.’%f) ne font pas & proprement parler & inclure dans
le formalisme des systimes fonctionnels. D'ailleurs la plupart d'entre
elles sont patheologiques. Cependant, afin de prouver les propriétés

de réductibilité de B, certaines de ces fcl sont trés utilesi: I1 va donc

de sol que nous n'entendrons plus parler de ces fcl particuliéres dés
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que les propriétés fondamentales de B auront été établics.

Il est difficile d'expliquer en peu de lignes la signification de B.
Nous nous conterons de dire que B exprime la récursion sur un ensemble
bien fondé de termes.

2.3, Arithmétisation

GD est une fcl de type (o~»0)—o.
RED est une fcl de type (o-»0)—(0->0).
GD et RED expriment des propriétés (limitées) de réflexion d'un
systéme fonctionnel dans lui-méme. GD est une numérotation de Godel
des fcl closeé de type (0—o0), et RED est une arithmétisation des
calculs des fcl de type (0—0). Rien ne nous oblige & nous cantonner
an type (0o-r0); nous le faisons pour des raisons de simplicité uniquemen
il va de so; que la généralisation de GD et RED a tous les types

construits & partir de o et de -» est sans probléme.






I.3.7.

SECTION 3 : NOTION DE REDUCTION

Dans ce qui suit, nous allons définir une relation de préordre entre
fonctionnelles, la relation de réduction, notée /= . Nous commencerons
' certaines A
par définir  ° fcl mdximales pour ce préordre, c'est & dire les
termes normaux. La relation de réduction est cxactement la relation

"ge calcule en", et les termes normaux ne sont autres que les termes

explicitement calculés.

1. Termes normaux

Un terme est normal si aucun de ses sous-termes n'est de la forme :

X xa(v) (1)
Dva {1} (2)
RECfgo (32)
RECfgSw (3b)
Brstuvw (4)
(¢,9)n (5)
GD(a) (6)
Rﬁn(a,b) , (7)

avec les conditions supplémentaires

(4) t,u,v,w, sont clos (ce qui signifie que, entre autres le type ¢,
dans BT °® , st clos, car, si u est clos, son type o+¢ est necessairement
clos.)

(5) la suite T est formée de fcl normales; en fait, nous n'utiliserons

la construction auxiliaire (& ,Y )y que lorsque T—vérifie cette
condition.

(6) a est clos.

(7) & et b sont clos.

2. Réduction

La notion de réduction est une relation de préordre, comme nous l'avons
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laissé entendre plus haut.

- La réduction est obtenue & partir de la réduction atomique, /=1, au

moyen des deux régles

a /n1 b
(R 1)
a /= b
a/= b b /= ¢
(R 2)
a /= ¢

Réductions et réductions atomiques seront représentées par des arbres,
chaque neud étant une expression a /= b ou a /:==1 b . Le neeud le plus
bas de l'arbre, qui est de la forme a /= b, ou a /=1b, nous dira ce
que l'arbre a démontré, ou encore ce que l'arbre a calculé., S'il
existe un tel arbre se terminant par a /= b (resp. a /=#) on dira que

a se réduit (resp. se réduit atomiquement) en b.

3. Réduction'étomique

(RA 1) a /= a
(RA 2) a /=, a'
Axa /=, Axa'
(RA 3) a /=, a' b /=, b'

a(b) /=, a'(v')

(RA 4) a /=, a'

DTxa /=, DTxa!

_(R& 5) a /=, af
alty /= ar{y
(RA 6) a /=, a b /e, D
Axa(b) /=, [x/b'] a
(RA 7) a /=, a
DI aft] /=, [%/1] &
(RA 8) a /=, a

RECabo /=1 at
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(RA 9) a /=, &' b /= b e /=y <

RECabSc /=“ b(RECa'b'c',c')

Les régles suivantes nécessitent quelques définitions auxiliaires
3.1. Pour la Bar-récursion

On sait définir un terme DIF de type (0o,0-0), avec la propriété
DIF(m,n) /=0 si m¢n , DIF(m,n) /= m-n sinon. Dans ce dernier
cas, DiF(ﬁ,ﬁ) se réduit en un terme de la forme Sw.

S de type (0,0 ,T 0 ),

On peut définir pour chaque type § , une fecl DC
en posant DC(- A2° 'thXy(r REC (x,/)\yG; Az'%,2) .
On a; bien entendu :

DC(6",a,b) /= a

DC(Sw,a,b) /= b

On définirait de méme DD par :

S L5165 ¢ N
07T - REC(AT AT AL xG) ) A N xR O Ay A L)

- et donc
pp(o,a,b,c) /= a(b) ; DD(Sw,a,b,c) /= c
On pose (u;zo /V):‘AWDC(DIE(Z,W)QV,H(W)) cet

(u3z°,a /v)= ( (ajz /a );Sz  /v)

Soit

(usm /v) (n) /= u(n) si n{m
(usm /v) (@) /= v si nym
(usm,a /v) (n) /= u(n) si n<m
(usm,a /v) (n) /= a si n=m
(usm,a /v) (n) /= v si n>m

Si on considére v (le "zéro" ) comme fixé, une notation plusimsgée,
bien qu'incorrecte serait : (u_,....,u ;) pour (uin /v) et

(uo,....,un_1,a) pour (ujn,a /v) .

On peut maintenant formuler les deux régles correspondant 3 la Bar-

récursion, RA 10 et RA 11 3
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(RA 10) r /=, r' 8 /=, 8" t /=, t' u /=, u' v /=, v' W [=, w!
1 1 1 1 1 1

Brstuvw /==1 DO(DIF(w',t'( (u';w'/v) )),s'yAx Br's't'(u';w',x/v")y'Sw',r"
avec la restriction t,u,v,w (et donc t',u',v',w') clos.

(RA 11) (6,9) /= ¢ @)

3.2. Régles concernant l'arithmétisation
Dans ce cas, RA 10 et RA 1T ne sont pas définies & cause de l'exclusion
réciproque entre Bar-récursion et arithmétisation.

On considére une énumération des termes de type (o 3o0) et o, et clos;

a chaque terme e de ces types, on peut associer un "numéro de Godel"™,
par une aa.pplica.‘l:ionr-1 o Une suite finie de termes. clos de type o

Fa Fa!

peut toujours &tre représentée sous la forme P, Oe es ep 1 .

Considérons maintenant la notion de réduction "a gauche", donnée par
ce qui suit :

Un sous-terme minimal d'un terme donné est un sous-terme non normal,

dont tous les sous~-termes stricts sont normaux. Si a est un terme non
normal quelconque, il existe un nombre fini non nul de sous~termes

minimaux de a. Le sdus-terme minimal gauche de a est le sous-terme

minimal de a le plus & gauche dans a. La réduction atomique a gauche

2

est définie ainsi : a /=g b ssii b est obtenu & partir de a par
substitution dans a, pour le sous-terme minimal gauche ¢, de a, d'un
terme d obtenu & partir de c par une des régles RA 6,7,8,9,12,13, les

prémisses éventuelles de ces régles étant toutes obtenues par RA 1.

Par exemple, si c est RECabo, d est a. La réduction gauche est définie

par a /=G b ssi il existe ao, ...,an, a°=a,an=b, et ai /=g ai+1 pour
tout i inférieur a n.

(RA 12) GD(a) /=1 gl ‘ (a clos, et normal)

(RA 13) RED(a,b) /=1 P (a2 et b normaux et clos) et p est

un enticr représentant une réduction gauche de a en une forme normale,

c'est & dire que p repriésente la suite @ seserd décrite plus haute.
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La définition de (RA 13) pose certains problémes évidents dtauto-référencs
que nous ne pouvons lever que par une arithmétigation rigoureuse de
la réduction & gauche.

Nous allons expliciter une partie de la numérotation de tous les

termes
Mapay! = 32,50, 7V
Mexrdl = 3%, 5™, 7%
Myxal = 3°. 5Mx', e
prsal = 38, 5% , 78
‘RED' = 2
fep' = 4
s = 6
5 = 8

le numéro des-variables, des opérateurs, etc... nous est inutile.
I1 faudrait exprimer 1'1nvariance par changemznt de nom des variables et
ind; ceci est inutile, si on prend bien soin de ne partir que d'expressionsc
n'utilisant jamais deux fois la méme variable ou la méme ind aux mémes
fins,
On pourrait construire les fonctions recursives primitives, et les
prédicats :
Term(a) : a est le n? d'un terme. Clos(a) : a est le n? d'un terme clos:.
Type(a,b): Term(a) et b est le numéro du type du terme désigné per a.
Num(a) 1 a est le numéro d'wn numéral : a=8, ou a=(32;56.7a3 et Num(aB) )
q(x) : le numéro de X : q(0)=8, q(Sx)=32.56.7a£x)
r(x) : le numéral représenté par 'x si Num(x), o sinon 3
r(x)=0 si x=8 ou non(Num(x)), r(x)ss(r(xj)) sinon.
Norm(a) : Term(a) et le terme désigné par a est normal.
DMautre part, pour les termes non normaux de la forme de ceux envisazés
a gauche de la conclusion de RA6-9, nous disposons d‘'uns fonction f

récursive primitive nous donnant l'unique posgiblité & droite de la

conclusion de la régle, si toutes les prémisses viennent de RA 1.
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Par exemple, f£( RECabo )= a7 .
Nous pouvons maintenant nous attaquer & la construction du prédicat T

qui exprime la réduction atomique gauche 1

P(u,v) = Term(u) of Term(v) et soit _.1., 2., 3., ou 4,

u u u, v
T, u=36.5 20 7 3 et V=36.5 2.7 3 et T(u3,v3)
u, u u, v
2. u=32.5 %, 73 et v=3%.5 2.7 3 et T(ay,7,)
4. %2 ™ -
30 u"3‘05‘ 0>'7 et (3010 ou 3.20)
4 Y2 "3
3.1, non(Norm(uz) ) et v= 3.5 T.7T 7, et T(uz,vz)

3.2, Norm(uz) et non(Norm(u)) et v=f(u)

By, Uy

4. u=32.5 2.7 et (4.1 ou 4.2. ou 4.3.)

2 2 W3
4.1, non(Norm(uZ)) et v=3".5 "o T et T(uz,vz)
u,” vy

4.2, Horm(uz) et non(Norm(u3)) et v=32.5;2.7 et T(u3,v

3)
4.3. Norm(ué) et Norm(u3) et non(Norm(u)) et (4+3.1 6u 4.3.2, ou 4.3.3.)

4.3.1. u2=4 et v=q(u3) (axiome pour GD) (et Clos(uj))
©u

Co. L T2

4.3.2: u2=32.52.7 3 et Num(uB) et Clos(u2 ) et Num(v) et r(v)#o et
2 23 vy ’

(r(v))o=3a.5/ o7 et Num( (r(v))lh(r(v)ﬁ1. ) et

¥i ( 1h(r(v)) =~ 1 T((r(vX&,&(v»i+1 ) (Axiome pour RED)
4.3.3. v=f(u) sinon.
Lemme 1
T est récursif primitif
Démonstration : par induction sur 2%.3Y
Pour toutes les clauses autres que 4.3.2., T(u,v) est vérifié au moyen
d'un certain nombre de propriétés ne dépendant pas de T, et de T(/ui'vi)’
Mais Zui.Bvi < 2u.3v, puisque ui< u et v1<'v R

Pour 4.3.2. T(u,v) est essentiellement vérifié & partir de
r(y); r(v),

T(r(v)i,r(v)i+1). Il suffit de montrer que 2 T3 i+ <~2u.3v.
: r(v)y (V)
Mais 1'expression & gauche de l'inégalité est majorée par Py Pj1 ’
I

lui-méme majoré par r(v). Mais r(v) est majoré par v, et v est strictement
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majoré par 2u.3V. Ceci montrem bien la validité du lemme.
Lemme 2 :

Si T(u,v) et T(u,v'), alors v=v',
Démonstration 1

Par induction sur 2u.3v, nous montrons que le seu; v' tel que T(u,v')
est v 3 .

Si la clause utilisée pour montrer T(u,v) est autre que 4.3.2., v'est
obtenu & partir de u soit comme f(u), et est donc unique, soit univoque-
ment & partir que tout v, tel que T(ui,vi) (i=2, ou 3, suivant le cas)

Mais l'hypothése d'induction montre alors que v, est obtenu univoquement

i

a partir de u,. Si T(u,v) est obtenu & partir de 4.3.2., v' est obtenu

i
univoquement & partir de toute suite de réductions T(r(ﬁ)i,r(v')i+1),
dont le point de départ ne dépend que de u, et le point d'arrivée est

un numéral. L'hypothése d'induction nous assure de l'univocité d'une

telle suite.

Remairdue : Bien que T(u,v) soit récursif primitif, et que v soit obtenu
fonctionnellement en fonction de u, T(u,v) ne peut pas se mettre sous

la forme v=g(u), pour un g récursif primitif. Nous montrerons pourtant
1l'existence d'une fonction g récursive qui vérifie cette propriété; une
telle fonction ne saurait alors &tre exprimable dans le systéme fonction=-

nel lui-méne.

T' arithmétise les réductions & gauche; par définition, T'(a,b,c)

signifie, au niveaun des numéros que ¢ est une réduction & gauche

de a(b) en un numéral.

Tt(e,x,y) = Norm(e) et Type(e,’050') et y°=32.5e.7q(x) et
Num(ylh(y);1) et ¥i(1lh(y)=1 T(yi,yi+1).
T* est donc récursif primitif.

On définit de méme U'(y):r(ylh(y);1)

Nous savons d'autre pari que nos systemes fonctionnels contiennent
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toutes les fonctions récursives primitives, dés qu'ils contiennent les
_schémas récursifs. T' et U' sont donc représentables dans le syseme

pour lequel ils sont définis, par des fcl notées par la méme lettre :

T'(n,m,p) = T'(Eoﬁoi) /= o

non(?'(n,m,p) = T'(n,m,p) /= T
U'(n)=p = U'(a) /= P
Lemme

Si a est clos et normal, et si RED(a,n) /-ﬁ, on &

T'(GD(a),n,RED(a,n)) /=,

Démonstration
Il suffit de montrer que T'( FgT
& 8y
définition p_ "e ee. opp , @VEC T(ui,ai+1) pour tout i, et

, n,p) est vrai. Mais p est par

&0=32.5a.7q(n) , et &) est le numéro d'un numéral. C'est exactement
ce qui est requis dans la définition de T'.
lemme 4

Si a est normal et clos, si RED(a,n) /= m, a(a) se réduit en (U'(m))

Démonstration

Etant donné qﬁe a(n) se réduit & gauche de maniére évidente en le
numéral mentionné, il nous suffit de remarquer que la réduction &

gauche est un cas particulier de réduction.

3.3 cuelgues commentaires sur 3.1. -

N

La fcl DD introduite en 3.1. sert essentiellement & ceci :
si t( (usm /v) ) /= m , avec m{ n, Brstuvn se réduit en r.
si t( (un /v) ) /=

s( \xBrst(u;n,x/v)vsn ).

=1

y 8vec mym, Brstuvn se réduit en

Dans le premier cas, la construction précise de DD emp&che la formation
éventuelle du second termej ding les réduetions possiblés de -Brstuva;

- dans -cotte. conatriction;les réductions pourraient ne pas se terminer.
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SECTION 4
THEOREME DE CHURCH-ROSSER POUR LES SYSTEMES FONCTIONNELS

Le thdéoréme de Church-Rosser assure l'univocité des calculs.

Si a se réduit en b, nous dirons que b est un rédion de a .

THEOREME ) (Church-Rosser)

Deux rédions d'un méme terme ont un rédion commun.

Soit a un termej un rédion normal de a est une forme normale de &a.

Corollaire

Tout terme a au plus une forme normale.

Le théoréme £ est conséquence du
THEOREME 3 (D'aprés Martin-Lof et Tait )

Deux rédions atomiques d'un mféme terme ont un rédion atomique comrun.
q q

En effet, définissons, pour p strictement positif a /=p b par

La/r§§}e* a /-q b b /21 c

a /zq+1 c
Une version plus précise du théoréme 4 est la suivante
si a /=p b et a /sq ¢, on peut trouver d tel que b /=q d etlc /=p d .
Si p=q=1, c'est le théortme &. Si p=1, on raisonne par induction sur q :
= = ' 3 = * . ! = ;
si a / ; beta / 1 ¢, c'est a dire a / q ct et c' / 4 ©» on peut,
par hypothése, trouver d' tel que b /=q d' et ¢! /=T d'. Comme
c! /=1 c et c! /=1 d', on peut trouver d tel que c /n% d, et 4°' /=1 d;
alors b /=q+1 d.

Supposons maintenant le résultat. vrai pour p; nous voulons montrer
sa validité pour p+1. Supposons a /=p+1 b, soit a /=p b' et b /=1.b,
et a /=q ¢« Par hypothése, on dispose de &' tel que b /nq d' et
c /=p d'. Comme b' /==1 b et b /-_-q d', on dispose, par ce qui préceéde

[ o= ¢ = o = .
d'un 4 tel que b / q d et &t / ; 4y dlou c / o a . C.Q.F.D
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Le théoréme| 1 se raméne donc au théoréme 2!5Pour démontrer ce dernier,

- 11 est bon de donner quelques définitions générales.

Par régles strictes, nous entendons RA 6-13 . Ces régles sont de

= | - e © ﬂ'
la forme a, / 18" & / 18"y

t [a1,..:1a£!(71 u (af,e..,al]

B

P S
ol t et u sont deuxfonciionsnedépendant que de la regle envisagée.

Par régles conservativas, nous entendons les régles RA 3,-5. Ces

régles sont de la forme citéé:plus haut, mais avec t identique & wu.
:Neuscratsennerons par induction Wa#/iilfWNié® sur la somme des

hauteurs des deux arbres de réduction de a /=1 b et a /=1 Ce

Premier cas : les deux derniéres reégles sont distinctes.

La situation se présente ainsi 3

oo ai /=1a£ so e ooooai /ﬂ1 a.
— RA
t ..ai..1/=1 t .coa'iooo] i< t [eo aic{]/=1 u [ooa"io€]

i

Par hypothése d'induction, on dispose de a'" , avec ai /=1 a; ,a; /=1 a'
9

On peut appliquer RAj ainsi :

- L
eee aj'_'/_‘] aL.‘.

RAj
t coaj'--o]/=1 u [..a;'{'..]
et il suffit donc de montrer la validité de

" = " LI )
oo.ai / 1 ai

u E.a;..]/=1 u [.ealf,

Cette derniére propriété est établie aisément & l'aide des régles

conservatives, qui sont énoncées précisement dans ce but.

Second cas : les deux derniéres regles éont identiques.
La situation se présente ainsi

cses ai /21 &{ eve ecee ai /=1a".oco

t [oacaiooo]/=1 u oco&i.oo]

(t et u peuvent &tre identiques)

t [...ai...]/=1 u :..aI..J]

m
1
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Par hypothése d'induction, on dispose de ay , tels que

ai /=1a" et a; /=1 a® , I1 suffit donc d'établir la validité de

i i
= ceece eoe '.' = m
oaoaL/ 1 Ei" al /1 8.1
u ...aj'..';]/=1 uC..uaiﬂoo’] . u --03;0--3 /'=1 u ...a;'-’ ooc]

I

Le probléme a déja été évoqué.
REMARQUE
Une possibilité n'a pas été traitée dans ce qui précéde : une des

derniéres régles est RA 1 : mais la solution est alors évidente.
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SECTION 5 : LES FONCTIONNELLES (II)

Le pouvoir expressif des fcl construites & partir de ?\,AP,DT et EXT
est si grand que 1l'on pourrait pratiquement se confiner & ces fcl.
Les nouveaux types, nouvelles fcl, que nous allons introduire sont
pratiquement toutes définissables & partir des schémas sus-mentionnés.
Cependant, ces nouvelles fonctionnelles sont importantes, d'une part
comme abréviations, d'autre part parcequ'elles possédent des propriétés
d'autonomie par rapport & leur interprétation dans le fragment
engendré par q,AP,DTcat EXT, c'est & dire qu'il est possible d'affiner

la notion de réduction dans certains cas.

1. Produit de types

Le produit.est introduit par la clause

- Si G et T sont des types, § XG est un type.

Le produit de types induit les schémas fonctionﬁels suivants

- Si a et b sont des fcl de types respectifs 6 et G , a@b est
une fcl de type EXT .

- Si a est une fcl de type 6XT , Tt1a et 1'(’,23. sont des fcl de types
respectifs 6 et T .

@ correspond a la formation du couple ordonné, les 'n',i étant les

deux projections. La régle stricte de réduction correspondante est

a, /=1 8.'1 a /= at

i
T ( 8.1® 8-2) /==r1 a:{

(RA 14 1)

Bien entendu, il faut aussl adjoindre les régles conservatives
correspondantes.
8, /= 2] &, /= &} a /=qa'.
1 :
;a1®a2 /21 a1'1® al TCa /=1’l'£’la'




La forme de ces régles assure la proprié¢té de Church-~Rosser dans ce
cas.,

Le produit est définissable dans le systeme de la section 2 1 posons
XT = A (G (THa))> oK) , ol ¥ est une nouvelle ind d'ordre ().
a@ﬁ = DI A xoﬁ—”(znw)x(a,b)
ma - a{‘"}( AxY23T x)
’Trza = &'(C}( Ax” 7lyT' ¥ )

2. Somme de types

Bien que surtout utilé en vue de la trolsiéme partie, il peut 8tre
intéressant d'introduire la soume de types par i
- s1 6’ et T sont des types , 6+ T est un type.
Les schémas fonctionnels induits sont les suivants :
. . ; 1 2¢
- si a est une fcl de type 6 (vesp. de type T ), Jii a (resp. A& a)

est une fcl de type 6 +TC .

bl

o)

- 81 a et b sont des fcl de type f’ , S1 x et y sont des varichle

e

dictinctes de types respectifs & et < , telles qQue X ne soit'pas libte
daﬁs b et y ne soit pas Libre dans a, si ¢ est un tecrme de type 6+ T )
alors @xyabc est un terme de type (3 « Dans cette dernicre expressicn
x ety sont muets. (on suppose aussi que x et y ne soni pas libres
dans c¢)
La signification des fcl introduites est donnée par la réglé :
8y /=1 8] 8, /=, 2}
B xyxy018, 70y =" [xy/01] 2

= '
b, /=, LH

(RA 15 1)

(Nous convenons d'omettre les indices dans I f)a chaque fcis que 1l'ecriture
A L

1l"a ne sera pas ambigue)

Les regles conservatives correspondantes sont

a /-=1 at! a /=1 at b /m1 b! c /=1 c!

J_Li& /=111'é' @ xyabe /=, G xya'brc!
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De m8me que le produit, la somme est définissable en termes de —y et A

F+T = Ak ((E=%) 2 (T )
,u}.. = DTx ﬁx""’“ﬁyt‘”‘ x(a)
,uaa = DIy AL 3Ty (a)

@xyabe = cfp} (AxT a) (2 5°b)
La propriété de Church-Rosser pour les réductiqns utilisant les types

diljdnoti.fs est aisément établie.

es existentiels

- Si & est un type, si X est une ind. d'ordre R, Vix§ est un type.

Les schémas fonctionnels associéé soht les suivants :

.- si a est une fcl de 3ype [ok/-z;_]G , ou o est d'ordre R, I'T"Wé:. est
une f<.>1 de type Vo(RG' . (On: conviendra d'abréger I\a,Vae‘a en It&fﬂ}

- chaque fois que le contexte le permettra)

- 81 a est une fcl de type (0 » X une variable de type 6’, X une

ind non libre dans ,O et stzl‘a.tifiable.dans' ﬂxa,- b un terme de type VdB’»

dens lequel § et: x ne sont pas libres, STxxab est une fcl de type 'O .

I est appelé injection, ST est appelé siratification existentielle.

La régle qui donne leur signification & ces schémas s'énonce :

a /-1 a' b /-1 b!
- P (RA 16)
STxel’d /=, [y/v] ( [%/T] &)
ol y est [d/t] <.
Les régles conservatives sont, bien entendu
a /-1 a' a /'1 a' b /-1‘ b!
1°a /u, Fa STuxab /=, STyxa'd'

Comme pour les schémas de 1. et 2., la propriété de Church-Rosser

s'étend sans difficulté.
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Les types #gjonciivs C
CVas = ApCAE

NCAY

a = DTARSTAG

Stxab = b{p} (76} x% a)

4, L'absurdité

- _L est un type.

&
- Pour chaque fcl & de type_l_ , et pour tout type 6 , H a est une
fcl de type 6 .
1 est définissable par

A = /\0(“0{ (La seule régle pour H est la réegle conservative
HG’a = a{O’} si a /=1 at , Hﬁla /r:1 Hsla' )

5. L'induction

En relation avec la troisiéme partie, il est utile d'introduire un
schéma correspondant au raisonnement par induction.

Soit © un type, X une ind d'ordre O . Ici, o et S désignent les
opérations définies sur les ind d'ordre O. Soit a une fcl d¢ type
6'[5], b une fcl de type G[J]%{Sd] , T un opérateur d'ordre O; on
suppose que & n'est libre ni dans a ni dans P , et est stratifiable
dans b. Alors IND& ab est une fcl de type &),

Les régles de réduction pour IHDP sont les suivantes :

a /=1 a'
INDxab /=1 a'
a /=-1 at b /=1 b!
(RA 17 b)

IND R b /=, prft)(TiDyarh?)

ainsi que la reégle conservative

a /=1 a' b /=1 b!

T
INDxab /=1 INDEa'b'

T
Dans INDw ab, &« est muet.
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6. Le zéro
Le zéro est utilisé pour assurer l'existence d'un terme clos de
chaque type:clos.

- Pour chaque type 6 , o°

¢st une fcl de type G .
Nous convenons d'identifier 0° & la fcl o .

Les régles de réduction pour le zéro sont

(z 1) e /=, A 0T
@2 o PDo°

(z 3) 0A°‘6' /=, DI of

(z 4) 06’+?: /31 n Ob“
(2 5) OVaG fey T° F 't
(z 6) o° /=, 5

(Dans (Z 5), o désigne l'opérateur défini par : oo=5, 01=S, o()xo,
(Ry,000,R) @ ‘
¢ 1 n'= ) 1;0.% o )

7. Redéfinition de la récursion

Il est faclile de montrer quc le type o est lui-méme définissable par

o = Ao (d) (@a0-rx)

6 = DTdAx* Xyd—)‘)( x
sa = DIaA=* Ay~ Yy (al}(x,y))
c'est & dire que n est DTo(Rx“}‘fﬂo(y(y....(y(x))...)

h fois
Alors S{t?(a,b)\ /=, &
et sn{T} (a,b) /=, b(ﬁ{t}(a,b))
I1 n'est pas difficile, & l'aide du produit de type d'en dédutrre une
interprétation de REC. Cependant ce.tte interprétation ne donne pas tout
4 fait le méme résultat : la traduction de (RA 9) n'est vérifiée que

si ¢ est un numéral.



8. Ultra-réductions, ocu réductions commutatives.

L'autonomie des types disjonctifs, existentiels et absurde s'exprime
par la possibilité d'adjoindre de nouvelles régles de réduction, qui

n'étaient pas prévisibles de par leur interprétation dans le fraguent

de la gection 2.

Un Q_égénére’ minimal de a est un terme b de la forme a(c),',Tia, a{'tf'(.,

®xyoda,STyxca, HGJa. Nous associeron$ & chaque forme de dégénérdé minimal

de a une opération de dégénerescence minimale f symbolisée suivant les

cas, respectivement par ¢, i,?, (c,d),c,8 « Si f et f' sont deux

opérations, nous_noterons f /E,] £t P_f)'\._)j‘. dire que £ et f' agissent de

méme maniére sur a et que si f est symboliséde respectivement par

c,i,?,(c,d),c,8, £' est symbolisde respectivement par c' avec c /=1 ct,

i, ¢ ,(c',d').avec ¢ /=z1 ct. et d /=1 d', ¢! avec ¢ /n-.1 c', & .

Nous dirons qu'un terme est ultrz-normal si il ne renferme ancun

sous-terme qui soit un dégénéré minimal d'un terme Pxyabe, STywab, H

(et =i de plus le termec dont nous parlons est normal)

Les régles de réduction correspondantes sont les suivantes

f /=1. £ a /=1 al b /=1 b! c /:1 c!

- (UR 1)

f[@xyabc] /=1 Oy f'[a']f'[b':lc'

£ /=, £ a /=, a' b /=, b

1 1 1 (UR 2)
£ srexab] /=, stuxr'far] b

Y a /=, a
= (UR 3)

f[HfJaJ /—1 H a®
(Dans UR 3, T est le type de f[HVaJ )
Lemne
L'adjonction des (UR i) conserve la propriété de Church-Rosser.

Bornons-nous au cas de (UR 2). Le seul cas fondamentalement nouveau

&’

ay



est le suivant :

a /=1 a' b /=1 b!

STaxaIb /=, a'[T,b'] £ /=, £'

£ [STo xalb] /=y £' [a'[t.b"]]

d'une part, et de l'autre

f~/=1 f" .a /=1 a" Ib /=1 Ib"

£[sT axaIb) /=, SToaxt"[an]Tb"
Si Ib /=1 Ib", alors bv/=1 b", avec un arbre qui n'est pas plus haut.
Par hypothése d'induction, on dispose de a™,b™,f™, tels que
a' /=1 am, a" /=1 am , b /=1 b™ , b" /=1 b™m, f! /=1 fm , " /=1 £,
Nous en déduisons .
£ [a,' [T ,b']] /=1 £rm™ [ am ["C‘,b"’]] d'une part, et

stx xf"(a"] Tb" /=, fm [ am [T,bm] ]  de i'autre . C.Q.F.D.

9, Nomenclature des systémes fonctionnels

A part le type () et les régles de réduction qui lui sont attacliées,
nous disposons de tous les schémas fonctionnels que nous utiliserons
par la suite. Nous allons donc décrire les systémes que nous allons
considérer pour les interprétations fonctionnelles. Cette nomenclaturg
sera ensuite étendue dans la troisiéme partie pour les systémes

fonctionnels représentant des systémes de preuves.

D'abord, nous n'utiliserons pas les ordres construits & partir de O et 1.
9.1. Systémes sans Bar-récursitonj ni arithmétisation.

En général, nous n'utiliserons pas la sémme de types.

F“ sera le systéme clos sous les rééles de la section 2 1 1.1.,1.2.,2.1. ,
et de la section 5 ,1. F1 n'utilise donc que les types construits

a l'aide de o0,->, et X «Il n'est pas sensiblement diffdérent du

f

systéme de termes T de Godel.
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Pour définir Fn+2’ i1 nous faut définir la prolondcur d'un ordre.

PF( () )= o
PF( (R1""’Rn) ) = sup (PF(Ri)) +1 (n ) o)
Fn+2 est défini en considérant, en plus dés schémas de Fiy tous les

) et de la section 5,3.
schémas de la section 2, 1.3., qui ne font pas intervenir d'opérateur

dont la profondeur excéde n. En particulier, F2 est le systéme F de
Girard, moins le zéro.

Fo est défini comme la réunion des Fn.
Pour n;;ﬁq OFn désignera le systéme Fn auquel en a adjoint le zéro
pour tous les types du systéme.

Si nous désirons inclure les types disjonctifs, ncus noterons
les systémes ainsi obtenus Fﬁ et OFﬁ .

9.2. Systémes avec Bar-récursion ou Arithmétigation

Ltadjonction, pour les types exprimables dens le systeéne Fn’OFn’FE’OFﬁ ,
de la Bar récursion sur les types constructibles dans le systeme
donnera des systémes : FB_,0FB ,FB+,0I'B+.
n n’ n n .
L'adjonction de l'arithmétisation se traduirs par les symboles
FPA_ ,OFA,PA+,O¥AL+ .
n’ A 'n n
Remarquons que FB1 ne differe pas essentiellement du systéme de termes

associé & la théorie ZZ4 de Spector.

9.3. Sous-systemes finis

s . N , (i) e ()
Les sous--systemes finis de OFn,Oan,OFAn, avec ndw, notes OF n OuB‘n
\ \ b
OFAii', etceee sont les systemes obtenus a partir d'un ensemble fini

~ Ao
OP d'opérateurs, en demandant que, dans EXTa T, Iqé, rEC® , B ", @ et
¢ soient danc OP', ou OP!' est la cldture de OP sous les opéraiions deo

changement du nom des variables libres et de substitution réeciproque.
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9.4.
Systémes sans récursion
Dans les systémes OFn, OFK , i1 peut étre intérecsant de supprimer
la récursion. Les systémes seront alors notés ROFn, ROFﬁ .
Le fragment de F“) sans récursion, construit uniquement sur f},AP,DT et
EXT sera appelé E.
. ‘_:C( \'\'n‘lL"
9.5. Dans la partie, nous adjoindrons un nouveau type, ().
Il est entendu que tous les systémes sus-mentionnés (sauf E) subiront
nécessairement l'adjonction de ce nouveau type, des schémas qui
ltaccompagnent, et des nouvelles régles de réduction qui en découlent,
aussi il n'y aura pas lieu de changer de notation.
(voom Dawkbie N

Quant aux notions de validité associées & ces systémes (on pourra se
restreindre aux systémes contenant 0), ce seront :
VIF pour ROF , ROF+

an n
VI pour OF ,OF+

n' n
T pour OFB]1 ’ OI"Bit-1 rlove Liels Ll C\an.s S wmo e Lo M o cleq
Vi pour OFAn, OFA4 ;.} termer Clog -

4 moins que le contraire ne soit expressémeént aff{irmé.

Les autres systémes ne seront munis que de la notion de validité axuthc.

I1 y a plusieurs possibilités quant aux régles de réduction que
nous utiliserons sur ces systémes. Etant donné que les ultra-réductions
sont les régles les plus fines que nous ayons envisagées, il va de

sol que nous supposercns ces systémes munis de ces regles,
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ANNEXE : T TMAGE .. ~ D'UN SYSTEME FONCTIONNEL DANS LE LAMBDA-CALCUL

Considérons par exemple la partie de EW qui n'utilise que A, AP,
DT et EXT, clest a dire E.

Considérons d‘'autres part le lambda-calcul LC, construit & l'aide
de variables X,y,%Z,..., de la lambda-abstraction A , et de 1l'application
AP, avec les regles de réduction (R1),(R2),(RA 1),(RA 2),(RA 3),(RA 6).

Nous savons que toute fonction récursive partielle est représentable

dans le lambda=~calcul.

la transformation ~ est définic par

(x¥) = x (& des variables différentes de F , sont associées

des variables différentes de IC)

(M xa)” = Ax"a”

(APeb)” = APa"bv~

(DTwa)” = a

(EXTa%) "= a~

L'application ap> a~ est un . morphisme du fragment de F
construit sur A,AP,DT,et EXT dans LC, -'- . *tel.: que si a /=1 b
(resp. a /= b), alors a_ /=1 b~ (resp. a_ /= b ), et que si a” /=-c,
(rdens 4.C)gdors, il existe b tel que c=b , et a /=} b, TizT- 5 A= Tl

Démonstration

La partie de la démonstration consacrée au fait que ~ est un morphisme
pour la réduction est évidente.

Pour la seconde partie du théoréme, nous avons besoin du

Lemme 1

Si u de type G—% est tel aque u~  soit '}xc, on peut trouver u!

tel que u /= u' , u' = A" b, avec b~ =c

Démonstration :

Par induction sur le nombre de sysmboles EXT dans u : mettons u scus

N -
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la forme uo{tﬂ"'{znk (n 7 o), u, ne coumengant pas par EXT.
Remarquons que u; = Axc, et donc u, ne peut commencer que par A ou DT.
Si u, commence par '} , alors n=o, car on ne peut pratiquer d'extraction
sur un type impliofionnel; on prend alors u=uo=u'. Si u  commence par
DT, alors n o, car sinon le type de u ne serait pas implicationnel.
- . = | = k4 .

Soit u =DT« v _ ; posons v [1/‘t1] v, jona u / v{ 2} {tﬁ} , et
comme v{52}~-(%§ a un EXT de moins que u, et que Vo= ﬂxc, on peut

g "= = . = v!
trouver v', v'=) x b, avec b =¢, et v{%zg...ézng/- v'; alors u /= v'.

Démonstration du théoréme :

Il nous faut montrer que si a-#=1 c, il existe b tel que c=b, et
a /= be. Nous utiliserons une double induction, l'induction principake
sé faisant sur la longueur de la réduction, l'induction subordonnée
sur le nombre de symboles de a.
§qgg~z la réduction se réduit & RA 1; alors a=c, et on prend b=a.
Induction : la réduction se termine par RA 2, RA 3, RA 6. Par induction
sur la longuecur de a :
Base : a est u(v) ou Axu. Si la réduction se termine par RA 2 ou
RA 3, on part u_ /=1 d et v /=1 e, et on dispose, par l'hypothése
principale, de f et g, avec £ = d, g-=e, u /= £, v /= g; on peut
alors définir b comme f(g), ou Axf, suivant la régle (RA 2 ou 3) utilisde.
Si la réduction se termine par RA 6, on dispose de d et e tels que
u = Rxd, et d /=1 e, de f tel que v = fj par 1l'hypothése d'induction
principale, on a g tel que u /= g et g = ﬂxd, h tel que h”=f .
Par le lemme 1, on peut trouver g"tel que g /= 2xg', avec g'-=d.
Alors ( [x/n) g")7 = (x/h-] g'" = [x/f] d=c, et a /= [X/hj AR
Induction subordonnée : a est DTx a', ou u'{t}. On dispose par

hypothése d'induction subordonnée de b' tel que a' /= b*, et b' =c;

On définit b comme DT A b!', ou-b'{z}, suivant le cas.



COROLIAIRE
La partie de 1LC qui cut 1'i~npge o ltapplication " est stable par
réduction, c'est & dire que +i ccite pariie est eppellée IC,, , a € IC

et & /= b implique que bELC,, .

Remarquéﬁs que, si 1'ou treduit les notions de paire (produit de types),
d'éntiérs comme ea 1.5, dans L, la traduction - dé cette notion

dans LC est exactement la construction habituelle du Cx-calcul; par
exemple 3 est représenté: par DTd)x“ﬂf'M*y(y(y(x))) dans E, et par
My y(y(y(x))) dans IC.

Si nous nous plagons du point de vue de 1C, LC., est donc (voir partic.
II et V) un ensemble dec A -termes possédantrla propriété de forme
normale (et méme que toutes les réductions se terminent, au-sens.de AN)
équivalent extensionellcment su systéme des fonctions récursives-prouve-
bles de la théorie des ordres.

Le systéme qui consiste & introduire des types, opérateurs, DT,EXT

peut &tre compris comme une stratification de ILC,, , c'est & dire une

représentation de 1C(, dans un systéme muni d'une notion de typee.
Le probléme qui se pose est de déterminer si cette stratification
est cffective, c'est a dire si, étant donné a dans LC“J, on peut

trouver b dans E récursivement en a tel que b =a ssi a est dans LCHJ .

"

Dans certains cas particuliers, on a une réponse positive (Hindley 1969).
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SECTION 1 : LA RBDUCTIBILITE

Dans ce qui suit, nous utilisons la réduction stricte /=S, définie

par a /=s b ssi a /=1 b et au moins une régle stricte est utilisée « On

en déduit que si a /=1 b, et a ¥ b, alors a /=S be

Si a /=s b, on dira que b est un rédion strict de a. Un terme normal
n'admet pas de rédion striect. Dans un systéme ne contenant pas GD et RED,
la réciproque edd.démontrable élémentairement. Par contre si il existait
un couple (a,b) de termes normaux clos tels que a(b) n'ait pas de réduction
4 gauche en un numéral, RED(a,b) n'aurait aucun rédion strict, tout en
n'étant pas normal.

Nous dirons qu'un terme t posséde tous ses rédions (stricts) si, pour

tout sous-terme de t de la forme RED(a,b), a et b normaux et clos, il existe
p tel que RED(a,b) /=1 P . Un terme possédant tous ses rédions stricts, et

sans rédion strict, est évidemment normal.

1. Termes absolument normalisables

L'ensemble AN des termes absolument normalisables est donné par les clauses
inductives :
1) Un terme normal est AN.
2) Si a posséde tous ses rédions stricts, et si tous les rédions stricts
de a sont AN, alors a est AN.
1) est évidemment un cas particulier de 2).
Les termes AN vérifient les propriétés :
- Tout terme AN admet une forme nprmale

- Tout rédion d'un terme AN est AN.

Nous montrerons que tous les termes des systéemes fonctionnels que ndus
étudions sont AN.
L'intérét de l'absolue normalisabilité est bien rendue par les exemples

suivants :



II.1.2.
Considérons en effet les nouvelles définitions de la réduction, et
. éventuellement des termes normaux :
1) Réduction & gauche : on réduit en changeant systématiquement le sous-

3

terme minimal le plus & gauche. Nous avons étudié la réduction a gauche
dans lo\cas particulier des OFAn en I, section 3.
2) Réductions * ;1 wun terme est normal * si il ne contient aucun sous

terme de la forme de ceux mentionnés dans la définition de la normalité, et
qui soit de plus clos. Par exemple RECxyS# #s% normal*. La réduction *
n'est définie que pour les termes clos : en se restreint de la maniére
suivante : dans l'application des (RAi), on demande que la conclusion

de la regle soit formée de termes clos, et que, dans les prémisses
éventuelles a /-1 a', avec a' non clos (si a est clos, a' est toujours
clos) que a=a', c'est & dire que la seule régle que l'on se permet sur

les termes non clos est (RA 1).

3) Réductions & gauche * : une réduction * qui s'effectue a gauche :

pour celd, il faut définir les sous-termes minimaux * de t 3 ce sont les
sous termes u de t qui sont clos, non normaux, qui ne sont pas sous-termes
d'un sous-terme non clos v de t, et minimaux pour cette propriéjé. La
réduction & gauche * est définie par le remplacement du sous-terme minimal *
le plus & gauche.

Maintenant, si a est AN, le chemirs particuliers de réduction.définis par

la réduction a gauche, & gauche *, * gpn$ finis : en particulier, dans
les deux derniers cas, le dernier terme de la réduction n'admet pas de
rédion * strict, et est donc normal* (car il possdde tous ses rédions *).

On vérifie simplement que les termes clos normaux * ne sont autres que les
n, peur-le-type o. Cette particularité est trds importante; elle a par

exemple, en l'absence de GD et RED pour corollaire la continuité des fcl.

2., Termes simples

7 z Z_ 2

Soit a un terme. Par dégénéré de a, on entend tout terme obtenu a

partir de a par une succession (non vide) d'applications et d'extractions.
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Exemples
- a n'est pas un dégiénéré de .
- a(b) est un dégénéré de a, ainsi que a(tzc
- b(a) n'est pas un dégénéré de a.
- 81 b est un dégénéré de a, et si ¢ est vn dégénéré de b, ¢ est un
dégénéré de a.
Un terme est simple (S5) si aucun de ses dégénérés n'admet de réduction
stricte qui se termine par une regle stricte.
Exemple |
Une variable est S.

M xa n'est pas S (a cause do jxa(bd) /zs [?/b] a ), mais Axa(b) 1'est.
DT¥ a n'est pas S, mais DTcxail} ltest.

REC n'est pas S, pas plus que REC(a), REC(a,b); mais REC(a,b,c) est S,
GD,RED,RED(&), avec a clcs et nornal ne sont pasg S, mais GD(s), RED(a),
avec & nen normal ou non clos, RED(b,c) sont S. |

¢, S, sont S.

B,Br,Pr3, Lrst, Brstu,Brstuv, avec s,%,u,v cles ne sont pas 5; par
contre Brst (t non clos), Brsiu (f'ou u non clos), Brstuv (t ou u ou v
non clos), Brstuéw,sont S.

La propriété des termes S est la suivanic : tout dégénéré d'un terme S
eat un terme S. Etant donné que tout terme est soit un des termes des
exemples plus haui, soit un de leurs dégérérés, on peut se faire une
bonne idée de ce qu'est un terme simple.

Nous désigneronu par SN la classe’ des termes simples normaux.

3~ Candidats de réductibilité

Exceptionnellenent, dans les deux sections gul suivent, nous abandon-
nercns 1'ideftification des opfrateurs au nmoyen des régles OR 1 , pour
donner des détfinitions dépendant du ncm précis de l'opérateur, quittie

& mentrer que ces définitions sont invaricates par les OR i.
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Soit TLun opérateur. Nous allons définir le concept de candidat de

réductibilité de hauteur T, par induction sur l'ordre de T .

3.1 ?} est d'ordre ().

Un CR de hauteur (ou de type) T, est un enseﬁble de termes qui vérifies
(CR 1) si acA, le type de a est égal & ¢, Qodulo les OR i.

(CR 2) si a€A, alors a est AN,

(CR 3) si a est SN, rlors a €A. (sous réserve de CR 1)

(CR 4) si a est S, et sl tous les rédions stricts de a sont dans A,
alors a € A.(sous réserve de CR 1 et CR 2)

(CR5) sia//=b et si acA, alors b A.

Remarquons que CR 3 est conséquence de CR 4, car; el a eat SN, il est

S, et i1 n'a pas de rédion strict. Si1 on n'exige pas CR 2 pour la
clause CR 4, 1l pourrait se produire la situation suivante : a
n' a pas de rédion strict, et n'est pas normal ; alors a n'est pas AN,
en contradiction avec CR 2., Une formulation équivalente de CR 4 serait
donc

(CR 4) si & est S, et a posséde tous ses rédions, et si tous les rédious
stri;ts'de a sont dans A, alors a est dans A. (sous réserve ée CR 1)
Exemple :

Pour chaque type T , il existe un CR de type T , le CR canonigue,

formé des termes AN dont le type est égel & T , modulo les OR i.

Remarquons qu'un CR ne saurait &tre vide, & cauce de CR 3 et du

fait qu'une variable de type T est SH.
3.2, Test d'ordre 0. .. .
(CR 6) un CR de hauteur U est T lui-mége.
:3.3. Test d'ordre (R1, ""’Rn) (n0) ow 4.
(CR 7) un CR de hauteur ¢ est une application qui & tous CR de hauteurs

Gy eeo g}l(d'ordres respectifs R1"°"Rn) associe un CR de hauteur

T 0—1000 O'no
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Exemple :
Il existe un CR de chaque Hauteur, le CR ceucnicuet

si T est d'ordre (), Can, a déja été défini.

st ent dorcks 1)(3‘1“3 Staina Covene

' .
sl T est d'ordre O o &, Can cafanction § s

z{est'C ’

gi ¢ est d'ordre (R1""’Rn)’ Can_est l'application qui & tous CR

T
de hauteurs respectives (,... J associe Can N
1 n -L’G-i." o"'n
Si A est un CR, nous désignerons par h(A) la hauteur de A. (la

hautenr ainsi définie est univoque modulo 1'égalité dess opératcurs

définie par ies ORi.)

4. La quasi-rédvctibilité

Considérons un opératcur T , et scient 41,&.., «, des indéterminées
distinctes, A1,...,An des CR dont les ordres (c'est I dire les ordres
des h(Ai) ) sont ceux des d&. On définit alers l'expression

Ld1... n%/A1 coe A;]‘C, s quil sera un CR de heoulesur
woos o /E(A) oo h(A )] U o Lo but évident de 1a corstructien est
n 1 n

la construction de Lw/J]T? , corresprndant & des suites vides.

2
A

i

i

1ol ( ; -~/
(Qn 1) lf\l,uoc‘,"\i,o'c,an /A1oe-AieooAn] Q\i

(Qr 2) Lo(.',...,.;(n/ﬁ.1..ol\n] T = C T

e b)) ma )T
est soit une constante, soit une indétermindéz non parmi les in.
(R 3) (WAE]THeee o = ([cfm/_.g_]’c)[( [£/2) ) eene € [2/2] »fm)]
(QR 4) [g/ﬁ]'ﬂf%.ec [?, T est l'application qui aux CR B ...B =3,
associe [ﬁ{iA&,ﬁ]’Z .

\
(QR 5) & est Qans tﬁ[ﬁ]au,i, ssi pour tout b dans [/A]g , a(b) est
dans E§[£]<t .
(QR 6) a est dans Eﬁ[{]Af{(. 551 pour teut CR B, a (h(B)} est dens
&(_,[X/A,B]‘C .
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Par exemple, E-/-‘}o est 1l'ensemble des termes AN de type o. (par CR 2%
De méme, - l:-/-,]’\ot\&-w)ast l'ensenble des termes tels que pour tout CR B,
et tout b dans B, a{h(B)} (b) soit encore dans B.
Remarquons que l'adjonction & la suite °(1 coe “n d'ind non dans ¢,
i'interversion de deux :Lnd et des CR correspondants ne changent rien

aux définitions.
Lemme 1 ("Lemzx;e de substitution")

[2e/a () o] = [wa] ([Be]c)
En °°n§équence, on aura, par exemple

[Xop/aot] T = (/2] CLR/s])

Démonstration :

Par.induction sur la longueur de T .
wne voriahle non daasy 'i;(}_ :

1) T est une constante, ou est élemdremtmewsd» Par définition de Can.
2) Test une ind.
- si cette ind est dans X, ([Q/_Q‘}fo) =C , et le lemme est évident.
- ~ . \ ~ h

si cette ind est dans (_5_, cela se raméne a [(51/(‘[21/&] Ty ) /)’1
d'une part, [E‘_/A] 0":L de l'autre. Cn conclut & 1l'aide de OR 1.
- sinon, par définition de Can. (cas4)
3)si T est ﬁn roe me‘ » celd résulte de 1l'hypdthese d*induction, qui
nous permet d'égler [g{,ﬁ,{/é,( [p_{/ﬁ-] ) ,QJ rD d'une part et
(x.078.8] « [[2/€]¢) de 1'autre.
4) si est ﬁ.t1... \J/m ,Vﬁ'»f‘%,/\xr y le traitement est similaire :

dans le premier cas on utilise les hypothnéses d'induction

(2, la])p - [wa] C[pa)p)
(e [xm) o]y = (] [prz] B
On utilise les mémes pour ‘J‘T et Va dans le second cas.

Enfin, le dernier cas suppose 1'hypothése

(2od/a C(w/a) ©,Clp = [Ra/AC] ([Rra]p)
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Intuitivement, le lemme 1 pcut se paraphraser comm: suit @ la
constructién (QR) eét un proc¢ddé permettant de donner un sens i
l'expression "a est réductible de type T ", en partant d'une significa-
tion arbitraire de la réductibilité pour certains types pius petits
que T , cette signification étént donnée par les Ai' Si maintenant,
je remplace les Ai par une signification plus précise de la réductibi-
1ité pour les hauteurs h(A1) ‘oo h(An), donnée en fonction de ByeeB
il est normal que les deux constructions :

- la QR de hauteur T construite dilrectement par rapport a B1 oo Bm

- la QR de hauteur [ censtruite a l'aide des valeurs trouvées sur
h(A1) cee h(An) a l'alde de B1... Bm
soient identiques.

61[&] T ' et [ﬁ/ﬁ]“:.sont identiques, des que 2'et T scnt égaux
modulo les OR 1 &

Dénrmorstration

L'égalité modulo les OR i se définit comde Ltexisterce d'une forme
normale comimpe. La .symétrie du lemue 2 nous permet de ncus restreindre
au cas ou ¢' est un rédion de <C » On se ramdne dec mimz au cas d'un
rédicn immdédiat. Maintenant le lemse 2 est évidemment vrai pour
OR 1, et eot conservé (!) par les regles conservatives. Le seul ceas
important cst celui de le réduction stricte :

Aproeee Pl 7y ooy /= [ﬁ,...,(zm/ e 1T
Dtapris QR 3 et QR 4, il nous faut wmontrer que
(2R84, ¢ [2/8] O] T

1féroncé du lemme 1.,

{}iﬁé} ( [/1121'3 }, cc qui est exactement

Terme 3

Si A est une cuite de CR, [ﬁ/ﬂ 7 est un CR de hauicur [g/g(&)]'z .
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Démonstration

Par induction sur la construction de [, , ou ce qui revient au méme,
par induction sur les QR i.

QR 1. Car Ai est un CR.

QR 2, Car Can est un CR.

QR 3. A cause de CR 7 et de l'hypothése d'induction.

QR 4. Cémme QR 3.

QR 5.

- CR 1 est évidemment vérifide.

- CR 5 est vérifiée : si a /=:c, et a est dans [«/Alra7T, soit b
dans Eijé]a' « Alors a(b) est dans Eiﬂg]t, , ety CR 5 appliqué &

nous assure que c(b) est dans [5[5]1 . QR 5 nous dit alors que o est
dans [gjéjg;,z,

- CR 2 est vérifiée : soit a dans Ei[ﬁ]d;,z,; comme X est dansEiAé]G‘
a(x) est dans E{/A]Z; ; Comme u(x) est AN, il posséde tous ses rédions
stricts, et donc a aussi., Si b est un rédion strict de a, b est dans
Eﬁ[&lCA»Z. I1 suffit de montrer que b est AN; mais comre b(x) est un
rédion strict de a(i), il occupe un rang moins élevé que a(x) dans la
définition inductive des AN.

- CR 4 est vérifide : soit a de?type{g/h(ﬁﬂcalpossédant tous ses rédions
stricts. Soit b dansé{éfgﬂjf“;-Les:rédions:strigtq de a(b) sont de

la forme a'(b'), ou a' est un rédion de a, et b' un rédion de b, et
1'un des deux est un rédion strict, =i on suppose a sinples

1) a' est un rédion strict. Par hypothése, a' est dans [5/536-52,.
Par CR 5 appliqué & b, b' est dans Eﬁ[ﬁ]c‘ , donc a'(b') est dans
(2/a0 .

2) sinon, on procéde par induction sur la clause finductive d'absélue
normalisabilité de b : si tous les.rédijons stricts de a(b) r.. de la
forme a(b') sont dans [gVélG’, a(b) est dans Qﬁ/ﬁ]d‘. Cela résulte de

1) et de CR 4 appliqué & a(b) : a(b) possdde en effet tous sesredlPhs::
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car si RED(c,d) avec ¢ et d normaux et clos apparait dans a(b). soit :
- 11 apparait dans a ou dans b.
- soit a est RED(c); alors a n'est pas simple.
I1 résulte de 2) que a(b) est dens [X/A|T .
=~CR3 est un cas particulier de CR 4.
QR 6.
»ER1 est évident.
-CR 5 est vérifié : soit a dans Eﬁ[ﬁ]APZL. Alors a{h(Bi&estmdams
[%,p/4,B]"T . Soit b tel que a /= b; alors a {h(B)} /= b{p(BﬂL et
CR 5, appliqué & T , nous assure que b{?(B)}est dans EKJF/A,B]»C .

-CR 2 est vérifié : soit a dans (4/AJABT. Alors 8l plest dans
Eﬁ,ﬁ[&,CanFJ’[. Alors, par CR 2 appliqué & T, a{ﬁ}cst LN, et or peut
raisonner par induction sur la définition inductive des AN, pour a{f} .

Si a /ns b, b{p} vient avent a(P}dans cette définition inductive,

et b:est donc AN par hypothése, d'aprés CR 2 appliqué & a. D'autre part
puisque a{P} est AN, a possede tous ses rédions siricts.

-CR 4 est vérifié : soit a de type Eﬁjéihﬁ:” poczdécant tous ses

rédions stricts. Soit B un CR. Si a est simple, tous les rédions stricis
de a {h(B)} sont de la forme a'.{h(B)} avec a /ns a', et, si tous

les rédions stricts de a sont dans Eﬁ/ﬁ]fﬂlz, a'{h(B)} est dang
E_<_,'[3/_1}_,B]"Z' , et comme a‘{ h(B)} posséde tous ses rédiors stricts,

a (n(B)} est dans lfiﬂg[g,B]Q:k., par CR 4 appliqué 3 T .

- CR 3 est un cas particulier de CR 4.

5., Lba réductibilité

Soit a une fcl de type ‘C. Soit « une suite d'indéterminées
englobant toutes les ind libres de a, A une suite de CR associde &
X une sulte de variarles englobant toutes celles libres dans a,

‘1a suite {#/h(A))] x . Soit G la suite des types de x,
4 </n(A) | x < p:
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On dit que a est réductible (RD) ssi pour toute suite de termes b

-respectivemvent dans.\jg(_/_./_x_] T, [I/E] (._Ec*;’/_}_x_(_f‘:)] a ) esi dans [X/A]T .

L'opération de substitution d'opérateurs, puis de fcl pour les
variables modifiées ainsi obienues a regu le nom de translation :

une translation est donc définie comme

(Ce)x ) ¢ 2] e
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ol

THLORETEL:
Soit F un systéme Tonctionnel. Alors tous les tcrmes de F sont
réductibles.

COROLLAIRE

Tous les termos d'un systéme foncétionnel sont absolument normalisables.

En particulier, tout terme admet une unique forme normale.

Pour démontrer le théoréme, nous aurons d'abord besoin d'une quantité
impressionnante de lemmes. Beaucoup de ces lemmes seront démontrés par
‘induction sur une expression L(a,b,s.., ¢) définie ainsi : |
L(a)=la longueur maximum d'une réduction de a, considérée comme suite
de réductions strictes.

L(ao,a1,...,an)=L(ao) + L(aT,...,an).

En général, L(ao,...,an) ne sera défini que si Brpecerd sont AN.

Lemme 1
Si pour tout b dans [9_(/..5_]0' y [x/v] a est dems [v_‘;/_z}_—]’i,', , alors
"Axa est dans [L_»g/_l_\_] (627,

Démonsiration :

Il suffit, d'apres QR 5, de prouver que; si b est dans [ﬁ'/ji-}( ,
Axa(b) est dans [0_(/_5]3 « Nous allons raisonner par induction sur
L(a,b). Comme Axa(b) est S, il suffit de Jﬁontrer par éR 4, que tous
ses rédions stricts sont dans [_4/[_\1 .

Soit un rédion strict de Axe(b) de la forme [x/b'} a', avec L(a,b) { L(a,¥:
Comme [x/b] a /= [x/b'] a', par CR 5, on obtient que [x/b'| a' est
dans [0_(/_5_]2’, . '

Soit au contraire un rédion strict de la forme /Axa'(b'); alors
L(a',b') { L(a,b), et on peut appliquer 1l'hypoth&se d'induction.
Lemre 2

Si a et b sont respectivement dans ‘:9.(/.&]6' et dans '[Q“(/A] (c=217),

b(a) est daus [O_S_/’,.ﬁ]'c .



Lemme 3 :

;! f_P/h(B)] a est dans [f&,ﬁ/B,:’Q‘{;c. pour tout B, DT(ha est dans
[walApT.

Démonstration

Par4définition il suffit de montrer l'appartenance de DT(Sa.{h(B)}

au CR C= [.(3,59{/3,&]’(/ . Remarquons que DT(’Sagh(BﬂJest dans S, et
qu'illsuffitvdonc de montrer que tous les rédions stricts de DTF;a {h(B)}
sont dans C. Comme a est AN (en choisissant un B de hauteur /3), on

peut raisonner par induction sur L(a).

Soit un rédion strict de DT(Ba {h(B)gde la forme [73/h(B)Ja'. lomme
[(B/h(Bj] a /= &3/h(B)] a', on applique CR 5, qui combiné sux hypothéses
nous donne, [(B/h(B)] a £ C.

Soit un rédion strict de DT f%a {h(B)}de la forme DT(}a'{h(B%’; alors
L(a') { L(a), et l'hypcthése d'induction joue.

Lemme

51 a est dens ((i[glez', a(h(Ajg est dans EXfE/A,QJ’C .

Lemme 5

1) o .ést dans [}/-] 0.

2) S est dans [7/{](o~>o).

3) Un terme normal et clos de type o est un numéral.

Démonstration

1) En effet o est AN. (définition du CR canonique)

2) Car i u est AN, Su est AN.

3) Par induction sur la complexité de u, normal et clos.

- 8i u est o0 , c'est évident.

- sinon, étent donné que u n'est pas une variable, u est un dégénéré
d'une certaine expression v, telle que v',ne soit pas le dégénéré d'un
autre terme. v ne peut pas €tre une variable, ni de la forme )\xa., DT« a,
REC, B, GD, RED, car dans tous ces cas u ne serait p2s normal, v ne

peut 8tre que S, soit u=Sw; comme wan, u=n+1
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Lemme 6

h(r)

Si T désigre le type de REC(%, REC est dans Ld/A]’Z .

Démonstration

Il suffit de montrer que pour tous f,g, et u dans ,respectivement,

A, [d/AJ (£ ,0>x), et [—/-:{ o, RECfgu est dans A. Comme RECfgu est
dans S, celd revient & montrer que tous les rédions stricts de

RECfgu sont dans A. On raisonne par induction sur L(f,g,u).

Soit un rédion strict de la forme RECf'g'u', avec L(f',g',u') { L(f,g,u).
alors on.applique l'hypothése d'induction.

Soit un rédion strict de la forme £'; comme £ /= f', f' est dans A,
Soit un rédion strict de la forme g'(RECf'g'v',v'). g' est un rédion
de g, £' un rédion de £, Sv' est un rédion de Sv=u., D'ol g';f',v' sont
respectiverent dans les mémes CR que g,f,v.(pour v', remarquons que

la condition.estv "v' est AN", et, que si Sv' est AN, v' est AN)
Supposons que RECf'g'v'! soit dans A; aloms g'(RECf'g'v',v') est dans
A, Si v' est un rédion strict de v, REC£'g'v' est dans A par hypothése
d'induction. Si v* est v, il feut procéder par induction sur la
comylexité de vs si v ne commence pas par un successeur, RECfgv est
dans A, commec nous l'avons vu. Sinon, lthypothése"RECfgw est dans A"
implique a elle seule que RECfgSw est dans A.

1) GD est dans [=/=] ( (0~>0) —=0)

2) RED est aans {=/-) ( (@ =»0)—>(00) )

Démonsiration

1) Par induction‘sur L(a) ; soit a dans [;/-](oeo), montrons que
GD(&) est AN . Soit un rédion strict de GD(a) de la forme GD(a'),
L(a'){ L(a), On utilise 1'hypothése d'induction. Soit un rédion de
GD(a) de la forme r;1 (alors L(a)=0). Alors oe rédion est SN,

2) Par induction sur L(a,b), ol a est dans [;/-j (050), ct b est AN,
i1 suffit de montrer

1= que RED(a,b) est soit SN, soit admet un rédion strict.
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2) que, si RED(a,b) admet un rédica strict, tous ses rédions stricts

sont AN, c'est & dire sont dans [—/—3 0.

2) est conséquence évidente de 1), car un rédion strict de RED(a,b) est
goit de la forme RED(a',b'), avec L(a',b') { L(a,b), (hypothése
d'induction), soit un numéral.

1) est obfenu ainsi : si L(a,b)#0, RED(a,b) admet un rédiomn strict.

si L(a,b)=0, et si a et b ne sont pas tous deux clos, RED(a,b) est normal.
sinon; comme a(b) est AN par hypothése, tous les "chemins" de réduction
possibles sont finis, et se terminent par un terme normal clos, soit

un numéral. Considérons 1le chemin correspondant & la réduction a

geuche. On en déduit un entier p, et p est un rédion strict de RED(a,b).

Lemme 8 (Tait)

Soit t[ﬁ] un terme de type o contenant O ou plusieurs apparitions
désignées du terme normal u de type ¢ 56 + On suppose que GD et RED
n'apparaissent pas dans 1 {u] o Soit ¢ [u'] le terme obtenu par
remplacement des apparitions désignées de u dans tﬁu] par des apparitions
de u', de type 0 -3 <d . Supposons que t[:u] et t[u'] sont clos et que
t[ﬁ] admet une réduction 2 gauchg'en m, et que, pour tout n tel que
un apparaisse dans cette réduction, un et u'n aient méme forme normale

u_ . Alors t[url cse réduit en m .
n J

Démonstration

Par induction sur la longucur de la récduction & gauche de t[u] en m.
i) cette longueur 1 est égale & 1. Alors t(u] = t{u'] = m
2) 1>1, et le résultat est valide pour les réductions plus courtes.
2.1. si la premitre étape n'utilise aucune réduction de la forme
un # 8 sSur une apparition désignée de u, puisque u est normal, la
réduction s'écrit t {u] /= t'[u] . Comme ¢ [u] se réduit en m,
t'Eu']se réduit aussi en m, par hypothése d'induction. Mais comme
t[p']/: t'£utL oun obttient le résultat désiré.
2.2, si la premiére éiaps utilise une réduction de la forme un /= s

sur une apparition désignée de u. Alors cette étape est de la forme
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tu] = ty (w,un] /= t, [w,s] « Po: hypothice dtinduciion, toLu‘,s
se réduit en m. Mais s /= u et u')ﬁ/n v d'on t{u{}ztoﬁugu'ﬁj se
réduit en m .

Commentaires sur le Jemme

L'essentiel est de remarquer que toutes les réductions ont bien
la forme annoncée. Comme GD et RED ne sont pas utilisés, et que la
réduction utilise toujours des étapes sur des sous-termes minimaux, une
apparition désignée de u ne peut disparaftre que lors de l'application
d'une régle uk /= s, avec t normal., Mais, la réduction * est définie
de telle maniére que t est clos dans ce cas. Alors t est normal *, c'cst
4 dire que c'est un numéral. Remarquons que, si t[:uj est AN, le chemin
correspondant & la réduction & gauche * est fini, et donc son aboutisse-
ment gst un terme normal clos de type o, soit M.

Si on remplace le type o de t [d] par ()f le lemme est toujours
valide, car les formes normales possibles sont V et F, quli ne contiennent
pas u. Une autre maniere d'exprimcr le lemme 7 est de dire que les
termes de type (c-c)w o (resp. (o5 ¢)—> () ) sont continus.
Soiti le type de B°C, et soient deux CR A et B. Alors R(AIB(B) o
dans Ex' WP /ABlT .

Démonstration

Soient C,D,E les CR (}«',P /8] (a@2p) 2[5, (@A) (0»=)90 , [*/A) osn.
I1 nous faut meontrer que, pour tcus r,s,t,u,v,w respectivement dans
B,C,D,E,A,[—/—] 0, Brstuvw est dans B.
1~ 81 Brstuvw est dans B pour tous r,s,t,u,v,w, dans les CR-ci-dessud,
et %,u,v,w clos, alors B est dans le CR F= («,P /k,B] T .

Par induction sur L(x,s,t,u,v,w) : éi t,u,v,w sont sinultanément clos,
Brstuvw est dans B par hypothésc. Sinon, vu que Brstuvw est S, il

suffit de montrer que tous ses rédions stricts sont dans D. Mais, comme

Voir 4°™¢ Sectien.
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t,u,v,w ne sont pas simultanément clus, les ssuls rédions stricls de
Brstuvw sont de la forme Br's't'u'v'w', avec L(r',s',t',v',w') 4
.L(r,s,t,u,v,w) « On applique alors l'hypothése d'induction et CR 4.
2= AxBrst(uiw,x/v)vSw est dans EG(,G/A,B]‘{-;]@, ssi pour tout a clos
dans A, Brst(uiwla/v)vSw est dans B,
Le 2) se démontre comme le 1), par induction sur L(r,s,t,u,a,v,v',w,y')
en considérant les termes Brst(usw',a/v')vSw. Le seul cas ol une telle
expression admet un rédion strict qui n'est pas de cette forme est en
effet celui on ty,u,v,v',w,w' sont tous clos. Mais, alors on utilise
l'hypothése., On termine & l'aide du lemme 1,
3- DD est dans (%P /A,B] (o, -p)-p, “sfoprf)

DIF est dans [—/—] (0,0-0)

( 3 /) est dans (:“/A] (0% ,0, X ,0-3ex)

(5 ,7/))est dans [X/A] (09,0, & 5 40-3a)
Le 3) est con.séquence des lemmes précédents, ou si l'on préfére de
l'utilisation qui en sera faite plus loin, en ne considérant pas la Bar-~
‘récursion qui ne sert pas & définir les termes menticnnés.
4~ Si pour tout a clos Brst(u;w,a/v)vSw est dans B, alors Brstuvw est
aussi dans B. (a dans 4)
Par indu'ction sur L(r,s,t,u,v,w) : si t,u,v,w ne sont pas tous clos, les
seuls rédions stricts de Brstuvw sont les Br's'f'u'v'w‘, avec
L(rt,s',t',u',v',w') { L(r,s,t,u,v,w), et on applique 1'hypothése
d'induction. Sinon, outre les rédions stricts de la forme sus-mentionnée,
il apparait des rédions stricts de la forme
DD(DIF(w*,t*( (u';w'/v) )),s', AxBr's't'(u';w',x/v')v'Sw',r* ) (R)
Mais comme AxBrstfijw,x/v)vSw€ [«,p]/'A,B}ffd'aprés 2=, 3- nous apprend que
DD(DIF(w,t((usw/v))),s, ’,\xBrst(u;w,x/v)vS'w,r) est dans B, et son rédion
R est donc aussi dans B par CR 5.
5) Si B n'est pas dans F, on peut trouver r dans B, s dans C, t clos dans

D, u dans E, v dans A, w dans [-/-] o (u,v,w clos) et une suite 2. de
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termes clos ae & tels que , Sion cnd R Dot beepodie dGoowy el ol
w est la suite définic par :

u = u*.si m4Ln
m ~

u

1= (um;m,aﬁ/v) si myn

. : P 3 : .
on ait Brstum_}svs W ¢ B pour tout p.

Par 1-, on obtient r,s,t,u,v,w; 4~ nous permet de pascer de un>r a

un+p+1 « L'existence de la suite L est donc conséquence de

1ltaxiome du choix dépendent. (Fn effet, 1'étude de¢ la Bar-Récursicn
exige l'adjonction des termes (G, ? ), et les u peuvent &tre
construits & l'aide de ce gchéua, pourva qu'il satisfasse les cenditions
de réductibilité). On pose am=ui pour 1 < h.

6- B est dans F. On considere une suite a, comme dsns 5-, et soit aé
la~suite desafbrveshmormakeﬁudbs ternes ah’ﬂsoitYo Alors (h(A),% ) est
dans [&/A] 0->«, Car (h(A),tf)w' ze réduit en a'n si w eat n, earest
SN si w' est normal non clos, les esutres csgz ge traitant par incucticn
sur L(w').

Donc t7( (h(A),(P)) est normalizable, et méme abszlument normalisable.
Soit donc une réduction & gauche* de ce terme en unc forme normszle
ciose, c'est & dire un numéral 5. Le lemme 8 nous donne un entier p

tel ques:ai et b% ont m8ue forme normale pour i plus petit que p
t (b) se réduit cn m.Soit j=sup(n,p,q)+! .

Alors t(uj) ce réduit em g, et DIF(J,q) se réduii en un successeur.
Posons j=n+ke.

Par hypotheése, DD(DIF(Skw,t(uj;Skw/v)),s, }zBrst(u;Skw,x/v)vsk+1w,r)

n'est pas dans B. Comme ce terme est S, il suffit, pour obtenir une

contradiction, de montrer quc tous ses rédions stricts sont dang B.

En mettant ce terme gcus la forme symbolique
DD(w',s,s',r), en remarquant que w' et s' ainsi définis sont AN, on

peut ‘raisonner par induction sur L(w',s,s',r).
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Premier cas : soit un rédion strict de la méme forme ; alors on

s'en occupe & l'ai.de de l'hypothé&ése d'induction.

Second cas : sinon, c'est que w' est o ou Sw" et,donc est de 1la
forme Sw" par ce qui précéde.

Alors DD(Sw",s,s',r) /=, }x')z')x)y)zz(DD(w");,w",s s',r )

Les nouvelles réductions strictes possibles consistent soit :

a4 continuer & normaliser DD(w")s,s',r’ ou w", soit & appliquer une
) =conversion sur x'. Ce dernier cas seul est important, et on
obtient Qz']x)y)zz (w",s,5',r) . En poursuivant le méme type de
raisonnement, on se raméne & Azz(r), puis & r, qui par hypothdse est

dans B. C.Q.F.D.

Démonstration du théoréme

Dans ce qui. suit, nous considérercns des termes a,b, sur lesquelles
des translations auront été opérées. Nous noterons o (éventuellement
X, ), la suite des ind de a, A une suite de CR associée & X
(éven'tellement A,B), /Cl la suite des types des variables libres de a
(éventuellement ﬁ, G ), c une suite de termes de types respectifs
[ﬁ/h(é)] f’_ (resp. ¢ et d, de types respectifs l:“_‘_/h(A)]/f_ et [j‘_’_/h(_.f;)]O‘)
sujets & la condition que ge[gf_/’ CA] ﬁ_ y OUu gg@,ﬁ/ﬁ,B}ﬁ_ (respe
8,9¢€ [x/A] (2,0) . |

0) Une variable est RD : en effet xfh(é);c‘.] =c € (ei/_}ﬂr’ sic

est dans [g{/_@_}f » le type de x étant .

1) Si a est RD, Axa est RD.

Par hypotheése, pour tous A,c et d, a [h(g) ,_g_,d] est dans [ﬁ/ﬂ]‘f/ .

Le lemme 1 nous assure que (’/\xﬁ)[h(_}}_),g,] = Qx (a [h(f\_) ,_c_,x]) est dans

{‘i/,A_] 73T
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2) Si a et b sont RD, a(b) est kD,

Par hypothdse, a [h(ﬁ),g} est dons [ﬁ/&)g’azq et b Lhéﬁ),g] est

dans Eg[g]o- « Il g'ensuit par le lemme 2, que a(b)[h(ﬂ),g] ,'qui

n'est autre que a [h(A),g] (b [h(ﬁ),g] ) est encore dans Eﬁ[&]’t .

3) Si a est RD, DTF‘;a est RD. |

Par hypothése, a [h(ﬁ),h(B),g] est dans PK.P/Q,BJZ; pour tous A, B et ¢.
D'ol, par le lemme 3, (DTPa ) [h(g._),g] = DT (a [h(ﬁ),ﬁ,g} ) est

dans [ﬁ[ﬁ]APﬂf, vu que F n'apparait pas libre dans fi, et que donc
prade- .

4) Si s est RD, a(T}est RD.

Par hypothése, a [h(é),g] est dans Bi/é]APT:.

Donc (a{’C}) [h(ﬁ)‘,_c_} = a [h(_A;) ,_g]%’{h(_ﬁ_..)]} est dans

[ﬁ,ﬁ/(tﬁ/&Jc'),ﬁj't , soit [ﬁ/ﬁi}( (P/G]‘Z,) par le lemme 4 et le lemnc
de substiiution.

5) T)

0,5,GD,RED sont RD. (car ils sont cles, et les lemmes 5 et T)

6) REC % est BD: .

Il suffit de montrer que RECGWh(ﬁj] est dans [ﬁ/AJ’ZLVJ, ot "L désigne
le iype de REJ? Mais le lemme de substitution nous assure que

[E/A]'Tﬁfj = Bﬁ,ﬁ’[&&[ﬁ/ﬁ]d‘i}f . On applique alors le lemme 6 et

on remarque que [ﬁ,@/&,([ﬁ/ﬁ]v)}in'est autre que [{3/([5/5‘9.0' ):')‘7:/ .
9) B est RD.

Par le lemme 9, et par deux appildations du lemme de substitution.

REMARQUE Dans la partie IM, on cansidére des variables spéciales,

et des régles dé réduction qui dépendent du nom des variables. Il
n'est pas question de substituer quo'i que ce soit pour de tellcs
variables, qul doivent &ire traitées comme des constantes, ainsi que
nous le verrons. Sans cette précaution, il va de soi que les raisonne-

ments précédcnts sont complétement faux.
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SECTION 3

THEOREWE DE REDUCTIBILIV: ("1 RXE)

Dans cette section, nous allons examiner les modifications plus
ou moins évidentes & apporter aux sections 1 et 2, pour tenir compte
de la somme, du produit, de l'existentiation de types, dans le cas
ol ces opérations sont considérées comme primitives.

I1 nous faut tout d'abord étendre 1la notion de dégénérescence.
Pour cela, nous dirons que, si b est & ou un dégénéré de a, ﬂ}b, ST o xcb,
@ xycdb sont encore des dégéndrés de &.

La définition des QRi’ pour les nouveaux types envisagés est :
(QR 7) a est dans [i[ﬂ]GXZ; ggi I1& et n?a sont respectivement
dans (2/A]c et [«/A]T .
(QR 8) a est dans Eiléj(r+z,ssi pour tout CR C et tous b et ¢ respec-
tivement dans. Ei,&/éﬂdjgﬁﬁ’nt [ﬁ,&/éjcjz?{, ® xyb(x)c(y)a est dans C.
(QR 9) a est dans [i[&}ﬁ?ﬁ sgi peur tout CR C et tout b dans

Giaﬁ'/éyé%ﬁ@ﬂﬁ S@ﬁxh&}(x); €3t dans C.

Il est & la fois évident et fastiidicvx d'étendre les lemmes de la
section 1 &4 QR7-8-9.
Les lemmes de la section 2 trouvenu un proloné%ent naturel en
Lemme 10
Si a est dans (_f{/_.ﬂcf el si b cust dens [}_/_4_]’(, , a® b est dans
(/Ao XxT

Démonstration

Par induction sur L(a,b), en remarquant que Tli(a(g b) est simple.
Un rédion strict de‘ﬂi(a 6) b) est o= la forme
-.Ki(a'éﬁ b') avec L(a',h') J T{~,b); clors par CR 5, a' et b' scnt
dans les . mémes CR que & ¢t b, €t «n applique 1l'hypothese d'induction.
-soit a' (ou bd') avec a f= o' (b /= b'). Par CR 5, a' et b' sont

dans les mémes CR que & et Do

Bt
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Lenme 11

“

S1i a est dans [f_‘/ﬁ]ﬂ'l . Ti1a. et 1°a sont respecctivement dans
[#/A)o et (2/A]T -
Lemme 12.

- i
Si a, est dans L{/Q Ty 0 W

Démonstration

4 est dans Loi/&] O+ 0, o

Soient b,=b, b,=c, C, comme dans QR 8. Comme @11;(2'!)1 fx, )bz(xz) uiai

est simple, on peut, per CR 4 se ramener & considérer ses rédicns

stricfs, par induction sur L(b,' (x1),b2(x2),ai) t

- un rédion strict de la forme @ x.lx%'d1 d, Lia'i est dans C, grice &
lthypothése d'induction,.

- un rédion strict de la forme di[ a.'i) , OU d; est un rédion de bi(xa’.)"
a'i un rédion de a;, est dans C, a3 cause de CR 5 appliqué i di et a'i,

et des hypothéses sur b, et a,.
Lemme 13

Soient des termes b, [xi] , de type [%/_l’_l(é)} "Z,,)_ (1=1,2) 3 en
suppose que pour tout terme ai dans [g/./_\_]()‘i ,_bi(:ai] est dans
[{/_/}_]“C $ alors si a est un terme de [0_1/_&] Gyt Ty @x1x2b1b2a est
dans (A/A]T .

Démonstration

bebix,) c=cley)
Soient b= Ax;b, , c=Axyb,, C= |(#/A]T ; le lemme 1 et le lemme

de substitution nous assurent que a,bet.C vérifient les conditions de
- S .

QR 8. Deng Q)x1x2bca est dens e, et son rédion @ x1x2b1bza est encore

dans C.

Les lemmes 14 et 15, trés proches de 12 et 13 sont simplement énoncés

Leume 14

Si a est dans [c_{_,(’a /A,B](f ) 3 4 cst dans \jg‘i_/ﬁ]\[ﬁq' .
Lemme 15

Si pour tout CR B et tout a dans L‘o_(_‘,jB/ﬁ,B]S , b{h(B),aJ est

dans | (‘_{/ﬁ]r@ s et si c est dans (_q(_/A—_]V[—‘)ﬁ', ST(Z@xbc est dans ('._\{_/A]'C .
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Le théoréme de réductibilité s'étend ensuite sans difficulté aux
systémes contenant les nouvelles fcl dont nous venons de parler.
Avant de passer aux probldmes que pose l'ultra-réduction, il nous

faut dire quelques mots des autres schémas fonctionnels.

Le type absurde, L , est sans complications; il suffit de poser

Eﬁ’[&].i..= Can

R car si a2 est AN, Ha est AN et simple, et donc
dans tous les CR.

Pour traiter le cas du zéro, il nous suffit de rajouter a la définitio:
des CR la clause

(ck 0) on(4)

est dans ‘A.
(CR 0) est évidemment vérifiée par Can, car 07 ntadmet qu'un nombre
fini de rédions stricts, comme on s'en assure par induction sur o .
D'autre part (CR 0) est conservée par les QHi; par exemple, la clause
(QR 5) : il faut montrer que 0(a) est dans un certain CR A, pour tout
a daps B, Boit O?vun‘rédion de 0; on montre par induction sur L(0',a)
que 0'(a) est dans A, Comme ce terme est simple, il suffit de
considérer ses réaions stricts; ce sont d'une part les 0" (at'), avec
L(o",a') ( L(0O',a), et, au cas ol O' commence par un % , les O", awec
O§é1%xd"; mais alors O" est un rédion de Oh(A): et donc dans A, par
(CR 0).

La fcl d'induction se traite dans le méme esprit que REC.
Avec les notations de Isisec5;5, supposons a dans B(o) , et b&il(a) dams
B(Sr), pour tous P d'ordre 0, el:c dans B(f). (B est un CR )

Par induction sur la complexiié de Tf, on montre que IND & ab est
dans B(T). On utilise une induction subordongézsur L(a,b). Comme

IND Yab est S, il suffit, comme a l'accoutumée, de considérer ses

rédions stricts.
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Or les rédions stricts de IND gab sont de la forme

- INDGa'b? L(a,b) > L(a’,b')

- a' cas oi T=0; si a est dans B(o), on applique CR 5.

- b'[r] (IND Q‘a'b') cas ou ‘Z=S/° ; mais on peut appliquer 1l'hypothése

d'induction principale. . C.Q.F.De

LES ULTRA-REDUCTIONS

L'ultra-réduction crée un probléme nouveau en ce sens qu'elle
réduit tellement l'encemble des termes simples que (CR 4) n'a plus
aucune utilité. Par exemple un terme de type disjcenctif ne peut jamais
6tre simple, car la succession de deux dégénérescences sur ce terme
conduit & un dégénéré auquel s'applique immédiatement (UR 1).

Pour pouvoir préserver l'ensemble de nos résultats, il est nécessaire
d'abvord a'exclure dans la définition de la simplicité, toutes les
dégénérescences utilisent @&,ST,H.

Pour la simplicité de l'exposition, nous supposerons, dans ce qui
suit que le systéme dcont nous parions ne contient ni types digjonctifs
ni types absurdes; nous étudierons donc uniquement (UR 2); les
rapports de (UR 2) avec (UR 3) et (UR 1) seront donc vqlontairement
passés sous silence. Mais il n'est pas difficile de se convaincee que
l'essence de ces rapports est d¢ja contenue entiéremént dans les
rapports d'(UR 2) ect d‘(UR 2).

La relation a -/ b est définie par
- a=b si h ne commence pas par ST.
- a -~/ csibest STdxcd. |

Cette relation est donc décidable.
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La relation & =/ b est définie par
a =/ ssi il existe b', b /= b', et a -/ b',
Si b est AN, a =/ bs-est donc décidable.

De maniére évidente, a =/ b ssi a =/ b ou il existe b, b /=s by,
et a =/ b, (*) |

Nous rajouterons aux CR i la clause suivante, qui sert de régle
d'appoint quand (CR 4) est insuffisant 3
(CR' 4)

ST  xab est dans A si
(i) b est AN
(ii) a est dans A

(11i) pour tout terme I e, tel que I% =/ b, a[i,c] est dans A.

(*) La forme générale de as/ b, pour un systeme avec les trois (UR i)
serait :
- a=b si a ne comﬁence ni par ®, ni par ST, ni par H.
- a-/csibest STaxcd.
-a-/coua-=-/4dsiboest Pxycde.
- o=1 si b est Hc.
=/ se définirait similairement.
Les clauses analogues & CR'4 kdiraient que pour que Dxyabe et Hd
soient dans A, il suffit que
(i) c et d soient AN
(ii) a et b sont dans A
(iii) pour tout JEe (resge B?e) tel que 1ce =/ ¢ (resp. u?e =/ ¢),

ale] (resp. bfe]) est dans A.

La formulation analogue & (CR"4) pour ces deux types s'en déduirait
immédiatement. Notons, que dans le cas de f Hd, il faudrait de plus
supposer que les fcl qui servent a former f sont AN, & cause de

l'absence de (ii) et (iii).
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Bien que parfaitement suffisant dens le caduc de cetle section, le
critere CR'4 se révéle maleisé a manier quand il s'agit d'arithmétiser
le théoreme de réduction. Aussi lui préférerons nous le critleéere
(CR"4) f STAK xab est dans A si
(1) b est AN
(ii) fa est dans A,
(1i1) pour tout I Uc o/ b, fa[z,c] est dans A.
ou f représente soit - rien du tout ( cas de CR' 4) = soit une dégéneres-
cence (non nécessairement minimezle). Dans.la pratique, nous pourrons
supposer que f est formé uniquement avec EXT,AP, ﬁi.
Pour une plus grande simplicité des démonstrations, nous supposerons
que chague réduction stricte est composé d'une et une seule régle strictc.
A chaque terme f ST« xab , nous associerons son quadrille, c'est
4 dire la donnée des quatre entiers n(f),L(a),M(a),L(f,b) , ol n(f) est
le nombre de dégénerescences symbolisées par f, N(a) est le nombre de
symboles de a. Les quadrilles soni ordonnés lexicographiquement.
Lemme A
Supposons que ST[Byde est AN, et soit Iah =/ e ; aglors dfﬂyu] est

AN et -7 L(d[g,u] ) < L(ST{byde).

Démonstration

Soit ef tel que e /= &' et I‘-u -/ e's On raisonne par induction sur
L(e").

1- @' est 1% u ; alors ST(%yde' /uﬂ diﬂ,d} et donc L(d &r,u] ) est
strictement inférieur a L(STﬁ}yde') et donz & L(ST(%yde).

2- e' est ST Yze"v; alors STfiyde' /=3 STXz(Sprde")v; par hypothése

dtinduction, L(d {T,d) < L(STpyde") et donc L(d{x,u‘))(L(ST (?,yde') .
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Lemme B

Te wf a [o,a] . Alors

_ Soit b le terme AN STRyde; soit I1°u =/ e , I
1% =/ b,
Démonstration
Soit e' tel que 1% ~/ e' avec e /= e' ; on raisonne sur N(e').
- 8i @' est I‘u, comme ST fyde' /= d{r,u] , 1%¢ =/.ST Pyde'.
- s1 e' est ST Yze"v, avec 1% =/ e", comme STfAyde' /= STXz(STﬁyde")v,
et que Ic =/ SIfyde" par hypothese, I1%c =/ ST‘Zyde' .
Lemme C
Canlo vérifie CR"4.
Lemme D
Soit lé terme £STyxab ; on suppose f57“ddb‘ AN ; soit I zc =/ £ST« xab.,
Alors soit ICc =/ fa, soit il existe 1y =/ b, et 1¥¢ =/ fa({’,v] .

Démonstration de C et D

Dans le cas de C, il faut montrer que si,

(1) b est AN

(ii) fa est AN

(4ii)- pour tout Itc =/ b, fa[z,c] est AN , alors
f5Téxab est AN. Remarquons que (i) et (ii) assurent que fSTdxab possede
ses rédions stricts; il nous suffit donc de montrer que tous les
rédions stricts de cc terme sont AN, par induction sur son quadrille,
~qui est bien défini, & cause de (i) et (ii).
Dans le cas de D, si Imc =/ fS1l&xab, goit lqé -/ £STy¢xab, soit Izb =/ v,
ol w est un rédion strict de £ST#xab. La premiére possibilité n'est
réalisable que si n(f)=o (en effet, f ne renferme pas de ST parmi ses
dégénerescences),bet alors I’c -~/ a, soit 1% =/ a= fa. Il nous reste
donc a examiner tous les rédions stricts de ST ¢ xab, par induction sur
le quadrille de ce terme, qui est encore bien defini.

Pour chaque catégorie de rédions stricts, nous examinerons séparément
C et D.

- f'ST xa'b', avec soit a /=s a' auquel cas L(a'){I(a), ou a=a',
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et L(b',f') { L(b,f). Dans les deux cas le quadrille diminue.

L. C : a',b',f' vérifient (i),(ii),(1ii) & cause de la stabilité de AN
par réduction. Donc f'ST xxa'b' est AN par hypothése d'induction.

L.D 1 51 I% =/ “f'STdxa'b', par hypothése d'induction, soit 1% =/ fta’
auquel cas fzc =/fa, soit il existe IPv =/ b', et I =/ f'a'ﬁ:,v] soit
IP'r =/ b et I""c =/ fa “_’r ,v]

- gSTo{xhad (f est gh, n(h)=1, n(£)=n(g)+1 ). Comme n(g)¢ n(f), le
quadrille de ce terme est strictement plus petif que celui de
fSTuxab. (ha est encore AN, par les hypothéses)

L. C : (i),(4i),(4ii) sont évidemment vérifiés par b,g,ha. Donc

gST o xab est AN,

L. D : Si Izb =/ gSTyxhab, alors soit IV =/ gha, scit il existe IP',
IPv =/ b et 1% =/ gha[f,v] » par l'hypothése d'induction. Mais f=gh.
- falp,v] (b est 1v) .

L. C 1 comme I v =/ b, (iii) nous assure que fafk,v] est AN.

L. D s si Izb =/ fa[r,i] alors D est évidemment vrai.

- fST@y(STo{ xad)e (b est STFSyde) Remarquons que L(e){ L(b), N(e){ N(b)
L(a) ¢ L(b), N(d) < N(b), et donc C et D sont vrais pour £3TAxad et
fSTﬁy(ST@xad)e.( et aussi fSﬂxxad[G,u] pour Ieh =/ e, & cause du lemme A),
L. C xAPour montrer que fSTﬁy(Sdead)e egt AN, ii suffit de montrer
que f,e,ST#xad vérifient (i),(ii), et (iii). (i) est vérifié car
e est un sous-terme de b. Pour vérifier (ii) il suffit de montrer que
f,d,a vérifient (i),(ii) et (iii) ; (i) cst vrai car d est un sous-terme
de b;(ii) est vrai car fa est AN par hypothese;(iii) est vérifié car
si I%c =/ 4, 1% =/ b, et donc fa :z,c] est AN. Pour montrer que
f,e,STdxad vérifient (iii), il suffit de vérifier que\pour tout I u
tel que 1% =/ e, £STuxad(s,u] est.ANe {1 suffit de montrer que f,d[f,ﬁ},a

vérifient (i),(ii) et (iii); 1le lemme A nous assure que d[f.@] est AN,



ITe3.9.

soit ()3 (i1) est vérifié carfacut AN; enfin, =i I%c =/ dafo,u] ,
‘alors par le lemme B,I?c:/ b, et donc a|Z,c] est AN, scit (iii).
L. D 1 si I’ =/ £SIPy(STsxnd)e, soit 1% =/fSTuxad (ler cas) soit
I% =/ fSTaxadEr,d] (second cas). Le premier cas se décompose en
I% =/fa ou 1% =/ fa[f,i] pour va =/ d et donc va =/ b. Le second
cas se décompose en Te =/ fa ou 1% Q/ fa[f,é] pour Iﬁ =/ d(ﬁ,d} , soit,

d'aprés le lemme B, 1f. =/ b. C.Q.F.D.

Nous alléns maintenant faire la construction des QR i avec la noticn
de candidat de réductibilité, aclaquelle on a adjoint CR¥4. QR 9 peut
se mettre sous la forme plus commode :

S =/ a, on

(QR'9) a est dans Ez/ﬁl\qaq, ssi qest AN et pour tout I
peut trouver un CR B tel que ¢ soit dans QE,P/A,Bltf .(}xUB}:‘L)

CR 4 et CR%4 sont vérifiés par les QR i.

Démonstration

Pour CR 4, i1 n'y alieu de vi¢rifier que pour QR'9 : si a cst simple,

a ne commence ni per ST ni per I, et donc IQc =/ & ssi il cxiste w
1% =/ w et a /=B we Si a possede tous ses rédions stricis, et si

tous ses rédions stricts sont AN, a est AN; l'autre condition sur a
vient de la remarque précédente.

Pour CR"4, nous distinguerons decux cas. D'abord QR 5,6,et 7.
L'appartenance dfun terme d & un des ensembles définis par QR 5,0,7 ent
défini par une quantification universelle t pour toute dégéneresccnce
minimale g dans un certain ensemble, gd est dans un ensemble Cig); C(g)
est un CR par hypothése. Soit maintenant f,a,b tels quc

(i) b est AN |

(i1) fa est dans B (B est 1l'ensemble défini par QR 5,6,7)

. 4
(iii) fa[z,¢] est dans B pour tout I*c =/ b .
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On en conclut que, si g esi une dégénerescence minimalc eppartenant
a l'ensemble utilisé pour définir B,

(i) b est AN

(11) gfa est dans C(g)

(1i1) gfa[‘c,é] est dans C(g) pour tout 1% =/ b.

Soit, puisque C(g) vérifie CR"4.

gfSTaxab est dans C(g), et, par définition de B, on conclut a
fSTxxab est dans B.

Le cas de QR'Q est nettement différent. Supposons que

(i) b est AN

(i1) fa est dans [g_(/g_]\,'(r};ﬁ

(iii) fa [’L,c] est dans [ﬁ/ﬁ]\,‘,@f pour tout 1% =/ b.

D'apreées le lemme C,fSTyxab est AN, puisque b, fa, fa[z,cJ le sont.
Soit mainten;a.nt IPV =/ ST xab . Par le lemme D, soit I'Fu =/ fa,
soit I-P\t =/ fa[‘t,c] pour I‘i;’: =/ b. Dans ces dcux cas, (ii) et (4iii)

assurent l'existence de B tel que h(B):f‘ et ¥ est dans \:g_,[\ /A,B'}I 5.

A l'aide des résultats précédents, nous pouvons nous concentrer
sur la vérification des lemmes 1-15, c'est & dire essentielleucnt sur
les lemmes 14 et 15.

- Le lemme 14 est vérifié, car si c est dans [5,{’:/_&,B]0‘ , tout

h(B) (3,

IFV tel que I/ov =/ I est nécessairement de la forme I'

avec ¢ /= ¢', et donc c¢' es%t dans tg,ﬁ/ﬂ,B]d‘ par CR 5, D'autre part
comme ¢ est AN par CR 2, Ih(}g est AN,

- Le lemme 15 est vérifié ( c'est & dire que la formulatioa QR'9 est
plus forte que QR 9) : soient b et ¢ comme dans 1l'énoncé du lemme 15 .
(i) ¢ est AN par CR Z.

(i1) b est danc [o/A]T .(avec a=x, B=Can g )

(1ii) bL-/’,V] cst dans [3_/_{_]@ pour tout 1Py =/ ¢, (avec a=v, B= le
CR ‘considéré dans QR'9)

CR'4 assure alors que ST® xbc est dans [5/_13]5 .
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I1 ne reste donc plus aucun obstacle & la démonstration du théoréme
de réductibilité pour les systémes munis de la réduction la plus fine

que nous ayons envisagée ici4 c'est a dire 1l'ultra-réduction.

THEOREME 2,
Tous les termes d'un guelcenque systéme fonctionnel parmi ceux

envisagés dans le preniére partie,sec.5, sont absolument normalisables.

REMARGUE

Il n'est pas difficile de s'assurer que (QR 9) et (QR'9) sont des
définitions équivalentes, & priori, c'est & dire pour n'importe
quel systéme fonctionnel, non nécessairement réductible :
supposons que a vérifie (QR 9); soit C le CR correspondant a la
définition (QR'9); alors le terme b=DﬂV%%x(Iﬁx) vérifie lJes conditions
de (QR 9) ce qui montre que ST(%xIPka est dans C. Ceci implique que
a est AN, On peut alors remarquer que , si ITc =/ a, d'aprés le lemme E,
I@x_['b,c] = 1% =/ STy3xIF&a@nd'oh 1% est dans C.

Cependant, cette équivalence ne nous dispense pas d'utiliser (QR'9),
car (QR 9) ne devient maniable que lorsque l'on dispose d'un C

possédant exactement les propriétés du CR défini par (QR'S).
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SECTION 4 : MODELES DES SYSTEMES FONCTIONNELS

Dans ce qui suit suit, F désigne un systdme fonctionnel contenant le

‘schéma O.

1, Le type ()

Nous adjoignons & F un nouveau type primitif noté (). Les schémas
associés sont les suivantsi |

VetPF son£ deux termes de type ()
Pour tout type ¢, D® est un terme de type ( (), r,o,>ada),

et les régles de réduction s'énoncent

a /=1a' b /=1 b!
D(V,a,b) /=, a’ D(F,a,b) /=, b'

Un terme de type () sera appelé énoncé (sans quantificateurs).

On vérifie simplement que V,F,D sont définissables dans OF2 par :

()= Ad( £, & >)

V = DT Ax*AyP  xX

F = DTa AxX \y %X )y

Fx, a%, v7) = xke}(a,b)

(Comparer avec la construction similaire du lambda-calcul)

Mais nous désirons 1li encore considérer ces termes comme primitifs.

Les ennuis qui résultent de l'existence de O() sont résolus par la régle :
O() /=1 ')
awsst
Lea &kéordme &8 réductibilité pour les systémes contenant V,Eﬁt& est

complétement évident. (Par QR 2, il suffit de poser (ﬁ/&~]()= Can ) ).

A partir de maintenant, et sauf mention expresse du contraire, nous
supposerons tous les systémes fonctionnels munis de () et des schémas
associés. (La seule exception de taille est rencenteée en partie III : les

systemes fonctionnels isomorphes & des systémes de déduction ne doivent

évidemment pas contenir () ).
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() permet de définir les opérations habituelles du calcul propositionnel
classique. (Une formulation similaire est aussi possible avec o, mais
techniquement désmvantageuse)

On pose par exemple, pour a et b de type ()

avb = D(a,a,b)
aAb = D(a,b,a)

1a = D(a,F,V) 8tCaene

2, Définition des modéles

Sﬁpposons que nous disposions, pour chaque ordre R, d'un nouvel ensemble
(de cardinal arbitraire) de nouvelles constantes,('-&‘ﬁ‘(hBh Ang A,
Fl:A] désigne le systéme d'objets formels (epérateurs, et fcl formelles)
obtenus en substituant pour certaines ind. d'objets de F, et d'ordre R,

des éléments de AR. L'égalité de deux opérateurs formels est définie ainsi:

si o et rzsont de méme ordre, ils n'utilisent qu'un mombre fini d'éléments de
nouvelles

a, et nous pouvons remplacer ces éléments par des/ind. de méme ordre; ¢ etg

seront alors égaux, suivant que 1les dg&m@uﬂé et ' le seront ou non, modulo

les (QRi).

Supposons avoir un tel FEA] ; pour chaque type formel closecde F [ A], soit
B un ensemble de nouvelles constantes de type - . On désigne par F[A,B]
le systéme d'objets formels dont les opérateurs sont les opérateurs fermels
de F[A], et les fcl sont les objets fornels obtenus par substitution
dans une fcl formelle de nouvelles constantes de B pour une variable
formelle de méme type formel.

La réduction /= dans F [A,B] est définie ainsi : si a est une fcl
formelle, remplagons toutes les nouvelles constantes par des nouvelles
ind. et variables, et on obtient un objet'a'; si alors a' /= ¢, en faisant
la substitution inverse, on obtient un b qui est une fcl formelle, et par
définition, & /= b. On obtient ainsi un ensemble de clauses inductives
pour la réduction formelle dans F [A,B] . La réduction * formelle dans

F [},BJ est définie (entre termes formels clos) comme la réduction
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formelle qui ne fait intervenir que des termes formels clos.

On désignera en général par 1a mdation: FgC] 1l%ensemble des opérateurs

et fcl formels clos d'un F|A,B] ,

Un moddke de F n'est rien d'autre qu'un couple (M,=*), ou M est un
F [:C] et =* une relation d'équivalence définie entre termes formels de
°

M de méme type formel, et qui vérifie les conditions :

(1Y Si a=*b, alors t(a)=*t(b) ( a et b de type formel -, t de type

formelos,:, quelconques dans M)
(2) Si a /=* b, alors a=*p ( a et b dans M de méme type formel)

(3) Si a est une fcl formelle- de type (), alors a=*V ou a=*F .,
(4) VHF

formel R O
(5) Si a est de type/existentiel, il exsiste I b, a=*I"D

. i i
(6) Si a est de type formel disjonctif, il exsgte &b, a=*l"b .

3. Exemples de modeles

Avec X=@, M°-€f¢] est l'ensemble des termes clos de F. lo peut E€tre
muni canoniquement de l'équivalence =, définie par a=°b ssi a et b
ont méme forme normale, Le fait que (M0,=°) soit un modéle de F est
complétement évident. Remarquons cependant les points suivants qai = o =

iliustrent les Béfinitions précédentes :

- Le caractére de modéle de(M°,=°) ne peut pas 8tre prouvé élémentairement.
- Par contre, si on supprime les clauses 3),5) et 6), et si on définit

=, de la maniére (non élémentairemeht'équivalente) suivante:'a =, b ssi

il existe c, a /= ¢c et b /= éﬁ 1, 2 et 4 sont élémentairement vérifiés.

Nous rencontrerons d'autres modéles dans la section suivante et en quatrie-

me partie?
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4, Quelques définitions

4,1« Modéle extensionnel

Un modéle est extensionnel si il vérifie (pour des objets de type approprié)

- a=*pb ssi a(c)=*b(c) pour tout é.'

- a=*b ssi aft}=*bit] pour tout .

- a=* ssi ﬁéa:?éb pour i=1,2 .

- a=*b ssi ST e xald)(x)a= ST xcls)(x)b pour tout c.
(La condition correspondante pour les types disjonctifs :

u}azﬁfb ssi 1i=j et a=*b est conséquence des propriétés

de =*; en effet, on doit doit avoir par 1 @xyVFLLia=* @'xyVFuj']b, et par
4, on en déduit i=j. Supposons i=j=1; alors €Bxyx013a=* xnybe, d'ou a=*b;
la condition sur les types existentiels ne semble pas pouvoir &tre améliorée
en I%=*I% ssis=t et a=*b, ni méme en I “a=*1b — a=*b .)

4.2. Modéle standard (w -wodeé'le )

Un modéle est standard ssi, pour tout a de type o, il existe n, a=*n.
D'autre part, une utilisation élémentaire de REC nous montre que si n#m,

- alors ﬁ#*ﬁ, ce qui justifie la terminologie.
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SECTION 5 : STRUCTURES HEO et HROu
dclbnrd,
Pour simplifier, nous nous plagons dans le fragment de 013‘2 qul n'utilise

que 0,—, ¢t A .

1, Définition de HEO,

Dans tout ce qui suit, nous supposons que la "parenthése de Kleene"
sur N a été définie de telle fagc;n que O code la fonction identiquement
nulle.
1.1« Types primaires

Un type primaire de I-IEO2 est un couple P=(A,=), ou OEAC N, = relation
d'équivalence sur A. Le graphe de = n'est pas supposé récursif.

On posera DP- AK{P}, les éléments de DP sont donc les couples (e,P) , e€ A,

=ps Telation définie sur D, est donnée par (e,P) =p (e',P) s8i e = e'.

P
1.2. Types

Un type est une construction combinatoire obtenue & partir de 6,-, N\ et
de types primaires, et sans variables libres.

A chaque type 0, on associe un couple (DO' y =4 ), avec DO‘ uAX(of} olu

O@EA CN, =_ relation d'équivalence sur Dy« On en déduit une relation

-
d'équivalence sur A, c'est & dire qu'un type est & peu de choses prés
(1'emploi de & en lieu et place de (A,=) ) un type primaire.

En particulier, un type primaire est un type.

1.2.17. Type o

On pose Do-{(e,o); e € 1‘18 , (e,o):d(e',o) ssi e=e',

12.2. Type & > T

On pose Dc——){-: ensemble des couples (e,5—>t) tels que :

pour tous (e1,o") et (e2,0'), ieg e, est défini, et (\e}ei » T )JE D, , et
(01,G‘)= (02,0’ ) implique ({elj e, , T) = ((gg e, ).

On pose de méme (e,6-7) = (e'ys—~7) ssi pour tout (f,s) dems D,
: -z

@ £ ,%) -_C((e'g £f,).
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1.2.3. Type Aooial
. On pose D = engsemble des (e,Aeo ) tels que (e,q{?]) € D r_4 pour
Ao s - «(P]

tout type primaire P,

On pose de méme (G'Aa6)=k G(e',Adv') ssi (e,cy[P]):c[rJ(e', c(P])

3

pour tout type primaire P.

1+.2.4. On vérifie simplement que l'ensemble d'entiers associé & D

contient O, et que = _ est une équivalence.

2., Interprétation de OF

2

Si dans la définition du fragment de OF2 qui nous intéresse, on adjoint 3
- un nouveau type clos P pour chaque type primaire
- une consfante (e, ) pour chaque type clos du systéme ainsi étendu,
dés que (e,c )€ D_ ,

on obtient ainsi une définition de OFEZ.

Soit ¢ Ei,g] un terme de OFEZ, de type v{:g]; on lui associe l'expression
formelle (t*(g}GEi]), obtenue ainsi :

- si t est une nouvelle constante, (e, ), t*=e

- si t est x°ﬁi], t¥ = x -~

- sit est o"[-"i], t* = 0

- 81 t est uv, t* est (u*}"v*

~ 81 t est ut, t* est u*

-~ 8i t est Axdﬂi]u[x] , t* est obtenu comme suit : si on ne tient pas
compte du fait que u* est construit en utilisant des variables qui ont
un type en indice supérieur, u* est une expression de la forme u*[x,xﬂi,

construite a partir de variables et d'entiers au moyen del} .

Soit T* -1'indice du programme : (e,f) u*(e,£~‘. On pose t*gwa?ﬁﬁ%“ﬂé'
. 4

si t est DTqul«] , on pose t*=u*.

si t est S, on lui associe 1l'indice du programme eld e+l .

si t est REC , on lui associe e défini par le programme :

£f,8,0 £ 3 f,g,n+1rﬁ%{gﬁ f{{{g& f§ gs n )} n .
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Supposons que t soit un terme clos de OFE,; alors (t*,e¢) ¢ D, .
Pour démontrer ce résultat, nous avons besoin de prouver un p<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>