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wyÅ"H3� L�F?PVx�JCØ¦{5L��Q�QFIH.�yw�H.P.LB��H.FIz:FIPVx�Ó=ÅTH.��Ê?F?xlx}F��}{GLQwyÅ"P7F x}�lÅ"H3�"F�H.PbÓ`{5��{GJ3Å	�3F v F?x�zmlIz:F"�KFIPbþ {5LQxe�`H.P.F
Ê?ÅTPVx}�}{TJ3L�ÊÎxyL�ÅTP=�`�5Ä���PoÓ=FIHoÓ.�QH.w�x�{5�}J v FIP*�IS"á3�[�Î�3��FI��x}��{5PKJq	�H.wywyFI�Q��F Ç.LQFIPqÊ?Å"P.PVHqÓ=ÅTH.��{I��ÅTLQ�×þ {5L<x Ó`{5�
�B{¯wyH.L<x}FtJ3F:�X{³Ó.|.LQ��ÅTwyÅ"Ó3|.L�FtF?xÂJ3Fê�B{³Ó=Å"�QL<x}L��VH.FJF xy�yÅTH3��FêH3PRÓ`{G�}{TJ3Å	�3Fo{5P`{5��ÅTÉTH.Ftzt{5LQw�FIPKÊ?ÅT�yFêÓ.�QH.w
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wyL�z(Ó.��FP²[Ä`�2F�ÓK{G��{GJ3Å	�3FÂJ3Fï	�H.wyw}F?���2w}H.�lÉ"L<x���H`{GPKJìÅTPYÊ?Å"P.wyL�J3ÖI�lFÂ��ØÙFIP.wyFIzÂÇ.��F
X

J3FIw�FIP.wyFIzïÇ.�QFIw���H.L&P.F
weØ¦{5Ó.Ó`{5�lx}LQFIP.P.FIP�x�Ó`{5w�ëïF?H�� ýÀzmlIz:FIwe�3ÊTØÙFIwlxlýOë[ý�J3LQ�yF

X = {a; a 6∈ a} �3Å"Ç�x}FIP H³FIPì{GÓ.Ó.�QL��VH`{5PVx��QF�w}Ê}|.~Izt{
J3F:Ê?ÅTz:Ó.�y~I|.F?P.w}LQÅTPgëq�B{qÓ.�yÅTÓ.�yLQ~?x}~

P [a] : a 6∈ a Ä&��PW��ÅTLQx��VH3FìÈ
X ∈ X ⇔ X 6∈ X F?xe�CFIP,Ç=Å"P3P.F

�QÅ"ÉTL��VH.F"�ÜÅTP ÅTÇ3x}LQFIPVx(H.P.F¯Ê?ÅTPVxy��{GJ3LBÊÎxyLQÅ"P v J3H z:ÅTL�P.w(FIP ��ÅTÉTLB��H.F¯Ê?�X{5wywyLB�VH.F³qÜzê{GLQPVx}F?P`{GP�x:LQ� � {*J3F?w
P.ÅTH3��F[{5H3x}~Iw�{I��FeÊ��B{´Oµ[y¶·Y\dÎñ�GgOtY�IC_�ð�Y�cXGöð�O¸Oµ_¬¶�_XGº¹�Ú�L��}{G�yJC�9�ISTS"Õ·»��Kzê{GLQwANOF�P9Ø¦{5H.��{5L2Ó`{5w���F�xyFIz:Ó.w�J3F��"Å"H.w
FIP¯Ó`{5�y�QFI����Ä

¼ H`{GPKJ�Å"P ��Fb�yF?ÉV{5�}J3FYJ3FYÓ3�yÖIwe�
Å"P���ÅTL<xq�VH.Fb�QFYÓ`{5��{GJ3Å���F*J3F*	�H.wyw}FI�Q��FIwlxoH.P �yFeÊÎ��Ê?�X{5ÉTF*JCØÙH.P
{5�yÉTH.z:FIPVxAzt{0x}|.~Izê{5xyLB�VH.FT�"�B{�J3LB{5É"ÅTP`{5��LQw�{5xyL�ÅTPtJ3F<� {GPVxyÅ"�I���VH3LKF?wyxA�QH.LKzmlIz(Fµ�QFµ�yFIÊÎ�3Ê?�B{GÉTF�JCØÙH.P(��LQFIH��
x}�lHKÊ�J3FIwµÓ.|.L��QÅTwyÅ"Ó.|.FIwe�K�QF�Ó`{5��{GJ3Å���F�J3Hìz:F?PVx}FIH.��ÈKÊTØíFIwyx���Øí|.L�wlx}ÅTLQ�yF�J3H����y~Îx}Å"LQw���Ó.LQz:~IP3LBJ3F��VH.L2J�L�w�{5LQx
�VH.F���F?w.�×�l~?x}ÅTL�w�wyÅTPVx�z:F?PVx}FIH.�lw[� Å"HqÓ.�QH3xyjGx[��w}L$Å"Po��FIH3x�H.P.F�����{5LQF�Ê?ÅTPVx}�}{TJ3L�ÊÎxyL�ÅTP9�.ÊTØíFIwlx��ÜH.Ç.H.�QLBJ�F���H.L
J3L<xïÈ ½�NOF�z:FIP.w�ÁTÄ`���QÅ"�lwe�`weØÙLQ�&J3LQx��X{ö��~I�yL<x}~T�`LQ�&z:FIP�x[�KÓ.H.LQw}�VH.FÂÊTØÙFIwlx�Ê?FÂ��H9ØÙLQ�]{�½ê�lz:FtÈ`Ê?Å"P�x}��{GJ3L�ÊÎx}LQÅ"PCÄ
�ÜxµweØÙLQ�9z:FIP�x�F?PbJ3LQw�{GP�x×½µNOF�z:F?P.w ÁT�KÊTØíFIwlx��VH9ØíL��CP.F�z:FIPVxµÓ`{Gw�È.FIP.Ê?Å"�lF�H.P3F�Ê?ÅTPVxy��{GJ3LBÊÎxyL�ÅTP9Ä

�D{³J3LX{5ÉTÅ"P`{5��LQw�{0x}LQÅ"P J3Fº� {GPVxyÅ"��{³wyFI�l��L�Ó`{G��FL�3FIz:Ó.�QFoë³J3~Iz:ÅTPVx}�lFI���VH.F:��ØÙFIP.wyFIzïÇ3��FêJ3FIw�Ó`{5�lxyL�F?w
J3F
N

P9ØÙFIwlx�ÓK{Gw�J3~IP.ÅTzïÇ.�}{GÇ.�QF"ÄC
&ÅTH3x�wyLQz:Ó.�QFIz:FIPVxe��wyLD��ÅTH.w�Ó3�yFIP.FIßöH.P.Föþ {5z:LQ���QF(J3~IP.ÅTzïÇ.��{5Ç.�QF {Xn}J3F*Ó`{5�lxyL�FIw³J3F
N
�
��ÅTH.w³J3~zkKP.LQwywyFIßW�B{g�yFI�B{0x}LQÅ"P

n R m : n ∈ Xm

�×FÎxq��ÅTH.wqÓ.�yFIP.F?ßW��ØÙFIP3w}FIzÂÇ.�QF
{n;¬(nRn)} q9Ê?F?xlx}F:ÓK{G�lxyLQFÎýÀ�Xë³P9Ø�{GÓ3Ó`{G��x}LQFIPVx�Ó`{5wÂë³�B{³þc{Gz(L��Q�QF {Xn}

Ä v �VH.Ó.Ó=Å"wyFIßê�VH.FêÊTØíFIwlx
Xm

ÈCwyL
m ∈ Xm

� ÅTP³{ÂJ3ÅTPKÊ
m /∈ Xm

�VF?x×�y~eÊ?LQÓ.�yÅ �VH.FIz:F?PVx[Ä �
��ÅTPKÊ���ØíFIP.wyFIzïÇ.�QF P(N)
J3FIw×Ó`{5�lx}LQFIw J3F

N
P9ØÙFIwlx

Ó`{5w�J3~IP.ÅTzïÇ.��{5Ç.�QF"�$Ó.H.LQw}�VH.FïÓ=ÅTH.��xyÅ"H3xyFïþc{Gz(L��Q�QF(J3~?P.Å"zÂÇ.��{5Ç.��F {Xn}
��Ø¦{5�yÉTH.z:FIPVx�J3Å"P3P.FïH.P.FïÓ`{5�lxyL�F

J3F
N

�VH.LDP9ØíFIwyx�Ó`{5w�JK{5P.w�Ê?F?xlx}FÂþ {5z:LQ�Q��F"Ä��Üx�ÊTØÙFIwlx�{GzïH3w�{5PVxïÈ$ÊTØíFIwyx���Ø¦{5�yÉTH.z:FIPVx�J3F¾� {GPVxyÅ"���VH.LÜ{:~?x}~
H3x}LQ�QLQw}~ v Ó`{5��	�H.wywyFI�Q�7�×Ó=ÅTH.��J3~Iz:ÅT�QL��µ�B{ïxy|.~IÅ"�lL�F�J3F���{5PVxyÅ"�
�

����¿ ÀÁ,&+ÂDE(*)�47+-3.+-ÃÄA.'2)5Å
¼ H`{GPKJ*wyÅTPVx�{5Ó.Ó`{5�yH.we�=��FI�lw(�IS"áTá3�CÊ?FIw�Ó`{5��{TJ�Å���FIw[�$ÅTPã{tÓK{G�l��~öJ3FSWLcJYXô	GNRvG�ô�ÆP[�ICRoGLKeGLIKócô�q$FIwlxlý�Ê?F

�VH.F�ÊTØÙ~?x�{GL<x�����{5LQz:FIPVx×H.P.F�Ê?�yLQwyFDÏ��ÜPo�lFIÉV{5�}J.{GPVx Ê?FI�B{Â{e�"FeÊ�H.PtÓ=FIHqJ3F�J3L�wlx�{5PKÊ?FïÈVF?wyx�ý�Ê?F���H.F@re{�FIP.É�{[ý
ÉTF[{GL<xA���}{GLQz:FIP�x
�QFIwAzt{0x}|.~Izt{0x}L��VH.FIw=Ï���PêÓ=ÅTH3�T{GL<x
wVÇ.�yFIz(FIPVx
Ê?Å"P�x}LQP H.FI��ë�x}�}{I�"{5LQ���QFI�AwyH.����FIwAþ7ÅTPKÊÎxyL�ÅTP.w
{5P`{G�<� xyLB�VH3FIw[��Å"H FIP {5��ÉTÖIÇ.�yFT�Aw�{GP.wêwyF¯Ó=Å"wyFI�êÊ?FìÉTFIP.�yFbJ�FìÓ.�yÅTÇ.�QÖIz:F³q2re{WP.FìÊ?Å"PKÊ?F?�yP`{5LQxtÓ.�lFIz:LQÖI�yFÎý
z:FIP�x���H.Fï��F?wmOtY�GLI.ô�F?PVx}�yFïJ3L<��FI�ywyFIw�Ó`{5�lx}LQFIw�J3FIw�zt{0x}|.~Izt{0x}L��VH.F?w&F �QLQFIP.w�{5wywyH.�y~Iw�Ó`{5���B{êx}|3~IÅ"�lL�FöJ3F?w
FIP.wyFIzïÇ3��FIw�F F?x
J3FIH��3LQÖIz:F?z:FIPVx
J3FIwAÊ�|.ÅTwyFIwAwyÅTz:z:F xyÅ"H3xyF�FL�3Ó=~I�yLQz:FIP�x�{5��FIwAF?x�zt{5�yÉTL�P`{5�QFIw v wyL.ÅTP(Ó=FIH3x
þ {5LQ�yF��B{(J3LµÈ�~I�lFIPKÊ?F�FIPVxy�yF�Ê?FIw�J3FIH��qz:ÅTxywÎ��Ä.�9F�w}Ê�|.~Izt{öJ3F�Ê?ÅTz:Ó.�l~I|.FIP.wyL�ÅTPì~Îx�{5LQx�H�x}LQ��LQwy~�JK{GP.w�J3FIw�Êe{5w
x}�lÖIw�wyLQz:Ó.�QFIwe�9Ó`{G��FL�3FIz:Ó.�QFêÓ=ÅTH.��J3~zkKP.LQ���B{³Ó`{5L��lFêþ7ÅT�yz(~IFêJ3FtJ3FIH��,FIP.wyFIzÂÇ.��F?w[�9��ØÙH.P.LQÅTP9�2�QF:Ó.�yÅ�J�H.LQx
Êe{5�lx}~?w}LQFIPRÈ`J3FIw�Ê�|.ÅTwyFIw�FL� x}�Vl?z:FIz:FIPVx�Ó.�}{5x}L��VH.F?w[Ä`�*{5LQw�Ó=ÅTH.�}�VH3Å"L2Ó=ÅTH.w}wyFI��Ê?F�xy�yHKÊ�ëö��ØíFL��x}��lIz:F&ÏÂ�9FIw
zt{0x}|.~Izê{5xyLB�VH3FIw�FL�3LQwyx�{GLQFIPVxe��FI�Q��FIw�P9Ø¦{0xyxyFIPKJK{5L�FIP�x�Ó`{5w��X{êx}|.~?Å"�lL�F(J3FIw�FIP.wyFIzïÇ.�QFIwe��FI�Q�QFIw�P9Øí~?x�{5L�F?PVx�Ó`{5w
���}{GLQz:FIPVxïÊÎÅ"PKÊ?FI�lP.~IFIwÂÓ`{G���QFtÓ3�yÅ"Ç3��ÖIz(F"ÄÜ��PRw�{e�T{5LQxÂÇ.LQFIP ��H9Ø¦{5HgÓ.LQ�yFêÅ"P {GH.�}{GL<x.É	G?ó`_��B{³x}|.~IÅT�yLQFoJ3F?w
FIP.wyFIzïÇ3��FIweÄ

�Üx�Ó.H.L�we�3FIPW�eSTá"Õ3�3�QF�É"�}{GPKJq�QÅTÉ"L�Ê?LQFIPËÊ$F?�yz:FI�QÅê{ÂÓ.�yÅ J3H.L<xµH.P.F�P.ÅTH3��FI�Q��F���FI�lwyL�ÅTP¯J3F��B{Âxy|.~IÅ"�lLQF�J3F?w
FIP.wyFIzïÇ3��FIw�¹^Ê$F?�yz:FI�QÅ.�9�eSTáTÕ·»À�.Ç`{5wy~IF�wyH.�µH.P.F��yFIwlxy�yL�ÊÎx}LQÅ"PìJ3Hìw}Ê�|.~?zt{(J3F�Ê?Å"z(Ó.�y~I|.FIP3w}LQÅTP9Ä=��wywyFIPVx}LQFI�Q�QFÎý
z:FIP�x[�T{5Hö��LQFIH(JCØÙ~eÊÎ�yLQ�yFA½ ��ØíFIP.wyFIzïÇ.�QF�J3FIw

a
�VH.L ��~I�lLQk.FIPVx

P
Á"�5ÅTPö~eÊ?�yL<x&½ ��ØÙFIP.wyFIzïÇ3��F�J3FIw

a
�VH3L���~I�lLµkKFIPVx

P
GÎóÌdÎñ�Y]ô	[�I`óÄRv_bÉ	ÍºR�ð�I.ô�ñ�IÎGJI.ô	GLKNMPOQGwRo[�I�IC_

x0

Á:È ∀x0 ∃x ∀a (a ∈ x⇔ a ∈ x0 ∧ P [a])
Ä

�
ÅTLQ�XëR�X{RP H`{5PKÊ?F È�ÅTP {RwyFIH.��F?z:FIPVxq��F*J3�yÅTLQx³J3FWÊ?ÅTP.wlx}�lH.L��lFWJ3FIwqFIP.wyFIzÂÇ.��F?woòCO�ñ ô:ò�G?óbYcócôê�VH9ØÙH.P
FIP.wyFIzïÇ3��F v �VH.FI��Ê?ÅTPK�VH.F0���VHCØÙÅTPW{êJ3~lNlë�Ä�û&ÅTH.��þ {GÇ3�yL��VH.FI��J�FIw�FIP.wyFIzïÇ.�QFIw�òCO¦ñVôÏ¶·c�ð�ICR0ôÎ�`LQ�&þ {5H3x�{0NOÅ"H�x}FI�
{5H.w}wyL
�VH.FI���VH.FIw�P.ÅTH3��F[{5H��g{��3L�ÅTz:FIwe�2�VH.LAÉV{5��{5PVx}LQwywyFIPVx���ØíFL�3LQwlx}FIPKÊ?FtJ3Fê��ØÙFIP3w}FIzÂÇ.�QFoJ3F?w�FIPVx}LQFI�yw�FÎxïJ3F
��ØÙFIP.wyFIzÂÇ.��F�J3FIw Ó`{5�lxyL�F?w�JCØÙH.PoFIP.wyFIzÂÇ.��FT��F?x×Å"PoÅTÇ3x}LQFIPVx �B{�x}|.~IÅT�yLQF�J3L<x}F�J3FÐÊ=FI�yz:FI�QÅ v LQ�=�o{�F?HqF?P.w}H3LQxyF
�B{:��F?�ywyL�ÅTPYÓ.�QH.w�Ê?ÅTz:Ó.�QÖ?x}FïJ3L<x}FïJ3F¾Ê=FI�yz:FI�QÅ5ý`|K��{5FIP*Ñ"F?���=zt{5LQw�JK{5P.w��X{:Ó.��{0x}L��VH.FÂÅTP*P.FÂwyFÂwyFI�lx��VH.FïJ3F
Ê=FI�yz:FI�QÅV�ÎÄ9�Üx�J�FIÓ.H.L�we��LQ��PCØí�W{ÂNl{5zt{5L�w�F?HãJ3FöÓ.�yÅTÇ.�QÖIz:F"Ä9ûÜ{5��FL�3FIz(Ó.��FT�C�QF�½(Ó`{5��{GJ3Å	�3F:J3F:	µH3w}wyFI�Q�&Á
ÒO�n��¥��¦�Ù�
�5�J���³� �p���������^�Ó�� V¢JÔLÕy¦Xª7�Q£
ª ��ª �lª��
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{5Ó.Ó.��L��VH.~³ë
x = {y ∈ x0, y /∈ y} J3F?��LQFIPVxöwyLQz:Ó.�QFIz:FIPVxïH.P.FoÓ.�yFIH3�"Fq�VH.F

x
P9ØÙFIwlxöÓ`{5wïH.P ~I�Q~Iz:FIPVx

J3F
x0

Ä2�Y{5L�w��B{ê½êÊ?�yLQwyFïÁt{I�T{GL<x�x}��{5H.zt{0x}LQwy~êJ3FIH��WÅ"H,xy�yÅTL�w�Ó=FI�ywyÅ"P3P.FIw�F?x�ÅTPg{³FIHãJ3�yÅTLQxÂ{GH,þ {Gz(FIH��
½�Ó.�lÅ"ÉT��{5z:z:F�J�F~��L��QÇ=FI��x�ÁTÄ

Ö � °Ø×³»��~Ù�»D¬�¶ ¶ ° ±q°ØÚ²¹I®?­*°�»2¸

¿Ì��� ÀÁ,ÛD�#&+�1� 2;�)�+�(B9@;� �,<DÁ+C!BA.,.+Ü'2,2!$'�;�'�?2)`+
��L��QÇ=FI�lxtweØÙF?wyxêzt{5P.LQþ7FIwlx}~bJ3FIH�� þXÅ"LQwt�Bë0ý�J3FIwywyH.weÄ
�&{,Ó3�yFIz:LQÖI�yFìþXÅ"LQwe�
JK{GP3wt�QFIwq{5P.P.~IFIwb�eSTá"á�È�LQ�µ�

{³FIHgJCØ¦{5Ç=Å"�yJRw�{¯Ê?ÅTP.þ7~I�yF?PKÊ?Fq{5HÝ��Å"P3É"�lÖIwï�ÀPVxyFI�yP`{0x}LQÅTP`{G��J3Fo�Y{0x}|.~Izt{0x}L��VH.F?wöëìûÜ{5�yLQw[�9FIP �IS"áTá3�2ÅoÞ
LQ�A{o~IP.ÅTPKÊ?~öH.P.F(�QLQwlx}F(J3F:ÍTÌqÓ.�lÅ"Ç.�QÖIz:F?w��VH.L]��H.LÜwyFIzÂÇ.�X{5LQFIPVx�Ê?�lHKÊ?LX{5H��*Ó=Å"H.����Ø¦{I��FIP.LQ��J3FIw�zt{0x}|.~Izt{[ý
x}L��VH.FIw v �QFIwAJ3FIH��öÓ.�lFIz:LQFI�yw�Ó.�yÅTÇ.�QÖIz:FIwAÊ?Å"PKÊÎFI�yP`{5L�FIP�x
�QFIwAþXÅ"PKJ�FIz:FIPVxywyßÎ��F ��Å"LQ�
{5H.wywyL.w�{�Ê?Å"P.þX~I�yFIPKÊ?F�{GH
Ê?ÅTP.É"�lÖIw�J3FÏ��FIL�J3FI�QÇ=FI�yÉïÐ({5P.w×Ó.�QH.w×x�{5�}JË¹^��LQ�QÇ=FI�lx[�9�ISTá�M�»ÀÄ��&{�J3FIH��3LQÖIz:F�þ7ÅTLQw[��ÊGØÙ~?x�{5L<xµ{GH�x}Å"H3� J3Fï�eS"Í"M��
F?xö�BëìL���weØÙFIwlxï� ��{5L�z(FIPVxöÇ=Fe{GHKÊ?ÅTH.Ó FL�3Ê?LQxy~*È&��ÅTLQ�{¹¤��L��QÇ=FI��x[�9�eS"Í ú »ÀÄf��LQ�QÇ=FI�lxöwyFoÓ.�y~?w}FIP�x�{5LQxöÊe{G�l�y~Iz:F?PVx
Ê?ÅTz:z:Fµ�QF�Ê�|.F?�T{G�QLQFI�
Ç.�X{5PKÊ��VH.L={5���B{5LQx�w�{5H3��FI�A�QFIw
zt{0x}|.~Izt{0x}L��VH.FIw
z(FIP`{TÊÎ~IFIw�Ó`{5�A��F�wyL�JK{����QF�Êe{5PKÊ?FI��J3H
Ó`{5��{GJ3Å���F"Ä5��ØÙ~?x�{5L<x�{GwywyFIß(J3~I�QLQ��{5PVx[��F?x�ÊTØÙFIwlx�����{5L�z(FIPVx�ëo��{5Ó.Ó.�lÅ�Ê�|.FI��JCØ��AJ3É�{G�Ð��Å Å[�"FI�e���QFöþ7ÅTPKJK{0x}FIH.�
J3H�| Ä���ÄÙ��ÄA�VH3L�{¯½bw�{5H3��~oÁ¯��F?wo�Üx�{5xywlýO��P.LQwêJ3H Ê?ÅTz:zÂH.P.L�wyz:F¯FIP LQP.wlx}�yH3z:FIPVx�{5�QL�w�{5PVxêH.P�Ó.�l~?x}FIP.J3H
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c ñ�I ð�Oi¶�[�cJYcóba�KNGed:ò�GJcLKNG?ó�ó�ð�IKóáRoG Ro_?ó`GLcJKwY�ICGLc{GLI ñ�I IC[�KNMLcXG.ä³I*YÏR
T [�ò�_Lc}ðGóZY�[�I.ô(ôJY.O�T _XdÎñKðGóZY\[�I ð RoG�ô
ô	[�O�ñ3óZY\[�I.ô@GLI`óZY>�LcXG�ô � Áµ
&ÅTH3x�{G�QÉTÅ"�lLQxy|.z:FµÓ.�l~?x}FIPKJK{5PVxA�y~IÓ=ÅTPKJ3�yF�ë��B{��VH.FIwlx}LQÅTP:wyFI��{�wyÅTLQxALQPKÊ?Å"z(Ó.��FÎx v LQ�3�
{5H.��{ïJ3FIwµÊe{Gw ÅoÞ³LQ�CP.F�w�{GH.�}{ïÓ`{5w x}�}{GPKÊ�|3FI���
wyÅ"L<xµþc{GH3xyLQþO�.Ê?ÅTz:z:F���Ø�{ïz(Å"PVxy�y~��Y{5xyLÙN�{GwyF?��L�Ê�|³FIP,�IS�UGá3Ä h�]

�Üx�ÊTØíFIwlx�FIPKÊ?ÅT�yFÂ�B{:zmlIz:F�Ê�|.Å"wyF�FIPbL�PVxyFI�Q��LQÉTFIPKÊ?F({5�lxyLQk`Ê?LQFI�Q�QFoÈ=JK{GP.w���F?w�{GP.P.~?FIwï�eSTÕ"á3�=J3FIw��lL�ÉTÅT��ÅTw
wyF�wyÅ"PVx�~IzïH.w×��H9ØÙÅTPoP.F�w�{GÊ�|.F�Ó`{Gw
x}ÅTHTNOÅTH.�lw×�l~IÓ=Å"PKJ3�lFm[5ñ7Y.Å"HSIC[�I(ë�xyÅ"H3xyF��VH.FIwlx}LQÅTPáqVLQ��w�wyF�w}ÅTPVx×J3L<x�È
½SdÎñ`ð�IER.ÉPG�ICG�ôeð�YBôµòKð0ô��nÉPG�Æ?ð�YXô¾WJY<�nÉPG�cy_�ò�[�IERgf0ðU��GÎóEÉPG�ãTð�YBô¾MJY\GLI¾ä³I�Y¸cµò.ð�c¾MX[5ñ�WJa*GLcgOµG�ô�óZcX[0ñ ô Á"Ä=�9F
Ó.�yÅTÇ.�QÖIz:F�ÊTØÙFIwlx~dÎñ�T [�I´ICG�ò�G�ñ3ó$òKð0ô�ôeð�ã�[�Y¸cádÎñ2T [�I´ICG�ôeð�Ycó$òKð0ô�Ä3�Üx×L��Qw ÅTPVx Ó.�lÅ"Ó=ÅTwy~&F z:Å J3FIwlx}FIz:FIP�x�F
J3Fö½ WX[�K�òCOQ_?ó¬GLcºOQð�OQ[y¶·Y�dÎñ°G�ÁoJ3Ftþ {·r?ÅTP ë¯�y~?Ó=Å"PKJ3�lF³ë¯xyÅ"H3xïÊ?ÅTH.Ó9�&FIP Ê?ÅTPVx}��{GJ3L�ÊÎx}LQÅTP Ê?ÅTz:Ó.�QÖ?x}Fq{I��FeÊ
�QFÂx}|.~IÅT�yÖIz(FöJ3F:Ú�Û J3FI�DF?x�wyFIw�Ê?ÅT�yÅT���B{5L��lFIweÄ9��P,{êFIHWJ3�yÅTL<x�ë:x}ÅTH3xöÈ=H.P.F�½ï��ÅTÉ"L��VH.FïP.ÅTP*z:ÅTP.ÅTxyÅ"P.F�ÁT�
H.P.F�½Â��ÅTÉTLB�VH3FöJ3FIw�J3~Iþ {5H3x}wµÁ"�`F?x�ÊGÄ��Kx}ÅTH3x}FIw�~eÊ?�QÅTw}F?wNGVUuI�Y�avYZOQ[G�=Ê?ÅTz:Ó.��ÖÎx}FIz:FIP�x�J3~IÓ=ÅTH.�l��H3FIw�J3FÂP.ÅGx}LQÅTP
Ê?ÅT|.~I�yFIP�x}FWJ3FbòncyGÎñ�ã·G v ÊÎFW�VH.L�þ {5LQx³�VH9ØíFI���QFIwqz:~I�yL<x}FIP�x¯J�LQ½êÊ?L��QFIz(FIPVx³��F*P3Å"z J3FÝOQ[y¶·Y�dÎñ°G�ôE� ����F?x¯��H.L
wyF¯zt{5L�PVxyLQFIP.P.FIPVxêFIP ��L�Fb{5�lx}Lµk`Ê?LQFI�Q�QFIz:FIPVxe�
J3H þ {5L<xoJ�H�P.ÅTH3��F[{5H�w}Ê?LQFIPVxyL�wyz:Fb{5zïÇ.LB{GP�x[��wyFI�QÅ"P �QFe�VH.FI�
��ØÙÅT�}J3LQP`{0x}FIH.�µwyFI��{5LQx�Êe{GÓ`{5Ç.�QF�J3F��y~?Ó=Å"PKJ3�lFÂëÂx}ÅTH3x}FIwµ��F?w��VH.FIwlxyL�ÅTP.weÄIÄeÄ
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(
��Ó.�yÖIw×{I��ÅTL���J�LQx
Ç=F[{GHKÊ?ÅTH.ÓoJ3F�zt{5�=J3F���ØÙÅTÇ.wlx}LQP`{5xyL�ÅTP9��L��`þc{GH3x��VH`{5PKJêz¾lIz:F��lFIzt{5�}�VH.FI�
�VH.Fµx}ÅTH3x}FIw

�QFIw�zt{5H3�T{GLQwyFIw�L�J3~IFIw�P.F�wyÅ"P�x�Ó`{5w�ë�N�F?x}FI�IÄn��ØíFIwlxµx}�lÖIw�LQz:Ó=ÅT�lx�{GPVxe�.FIP¯w}Ê?L�F?PKÊ?FIwe�`JCØ�{e�"Å"LQ��J3F�zt{5H3�"{5LQw}F?w
L�J3~IFIwe�
Ó=ÅTH.�l� H �VH.Fì��FIwtÉTFIP.wo�VH.Lµ��FIwtz(F?xyx}F?PVxtFIP�â�H3���yFìwyÅ"LQFIPVxtÇ=Å"P.weÄ���P�Ó`{G��x}L�Ê?H.�QL�F?�e��Ê?F?xlx}FìLBJ3~?F
J3F¯weØÙÅTÇ.wyxyLQP.FI�:w}H3�:��F¯Ó.�yÅTÉ"�}{Gz(z:FìJ3FS��LQ��Ç=FI��xq{*~?x}~¯FL��xy�VlIz:FIz(FIPVx:þ7�yHKÊÎxyH.FIH.wyF"�AJ3ÖIwt��H9ØÙÅTP {,ÊÎFIw}wy~
J3Ft�"Å"H.�QÅTL��Â��Ø¦{5Ó.Ó.�QLB�VH3FI�(ëì��Ø¦{5�yL<x}|.z:~?xyLB��H.FoF?xö�VH9ØíÅ"Pg��Ø�{¯x}�}{GP.wyÓ=ÅTwy~³ëì�X{ì�QÅTÉ"L��VH.FoÓ.H.�lF v ��F W�ð�OQW�ñ*OÄRoG�ô
òncy_XR�Y\W�ð5ócôy��È.�Bë��.��F�Ó.�yÅTÉT��{5z:z:F�zê{G�yÊ�|.F��

��ØÙF?wyxe�[FIPÂwyH.Ç.wlx�{5PKÊ?F"�5ÊÎF×�VH.F×J3LQwyFIPVxD��F
xy|.~IÅT�yÖIz:F�J3FÄ��FI�yÇ3��{5PKJº¹^�µFI�yÇ.�}{GPKJC�C�eSTÌ"á·»��0J3ÅTPVx=NOF�P9Ø�{GLVÓ`{5w
Ó`{5�y�Q~ v F?x$NOF�P9ØÙFIPÂÓ`{G�l�QFI��{5L�Ó.�QH.w��Î�0F?xÜÊ?FI�QH.L v FIwywyFIPVxyL�F?���QFIz:FIP�xÜ~e�VH.L<�"{5�QFIPVxÎ�2J3FµÚ�F?PVx}ßIFIP{¹�Ú�FIPVxyßIFIP9�9�IS ú S"{�»
v J3ÅTPVxANOF��"{5LQw�Ó`{G�l��FI���ÎÄn�×FIw�J3F?H��¯�QÅ"ÉTLBÊÎL�FIP.w�wyÅTPVx�z:ÅT�lx}w�{GwywyFIßµNOF?H.P.FIwÂÈ°��F?�yÇ.��{5PKJbë:ÍGÌt{5P.we�KFIPã�eSTÌ.�T�
JK{5P.wqH.P {GÊIÊ?L�J3FIPVx³J3F*z:ÅTPVx�{5ÉTP.F,ëg�&{ ��~I�}{G�yJ3F�q�Ú�FIPVxyßIFIP ëgÌ ú {GP.we��FIP �ISGÐVM���ë ûÜ��{5É"H.F v ÅoÞ LQ�
~?x�{5L<xwRv[eõ�GLI`óCJ3FIÓ.H.LQw��ISTÐ"ÌVh�}Î�ÎÄ.�AØt��LQwlx}ÅTLQ�yF�{ïw}H3�lx}ÅTH3xµ�yF?xyFIP H¯�QFïî�ð5ñ[ò$ócôeðGóXõ�J3FÂÚ�FIPVx}ßIF?P9�.Ó.�QH3xyjGx��VH3F���F
½(x}|.~IÅT�yÖ?z:F(þ7Å"P.JK{Gz:F?PVx�{5�DÁ:JCØt��FI�lÇ.��{5PKJC�Czt{5LQw��QFIw�J3FIH7�,�y~?w}H.�<x�{5x}w�ÓnleÊ�|.FIP�xÂJK{5P.w��QFIw�z¾lIz:FIw�F[{5H��CÄ
v � ÅTL<x�J3L<x�FIP*ÓK{Gwyw�{GP�x[��{GJ3z:LQ�yFIßÂ��ØÙLQzt{5É"LQP`{0x}LQÅ"P9�=w�{5P.w�J3Å"H3xyFï�QLQ~IFöëê��ØÙ~IÓ=Å �VH.FqÈC��FI�lÇ.��{5PKJ*{GÓ.Ó=FI�Q�QFïwyÅ"P
�y~IwyH.�<x�{0xµ½Âxy|.~IÅ"�lÖIz:FÂþ7ÅTPKJK{5z:FIPVx�{5�9Á"�=Ê?Fö��H.LDP.F���FIH3x�Ó`{Gw�J3LQ�yFïÉT��{5PKJYÊ�|.ÅTw}FT�=F?x�Ú�FIPVxyßIFIPW{GÓ.Ó=FI�Q�QFï��F
wyL�F?Po½öî�ð5ñ0ò$ó7ôeðGó7õÂÁ"�KÊ?F��VH.L���F?H3x�J3LQ�yF�ëöÓ=F?HìÓ.�yÖ?w�Ó`{5�yFILQ�EF J3ÅTPKÊ�Ó`{GwµÉT��{GP.JìÊ�|3Å"wyF�P.ÅTPìÓ.�QH.w5�¦�

����ÅT�yw��VH9ØíFIwlxlý�Ê?Fê�VH.FoÚ�F?PVx}ßIFIPg{qxy�yÅTH3��~t{I��FIÊ(wyÅ"P î�ð5ñ[ò$ócôeðGóXõ`Ïº��ØíFIwlxÂJCØ�{GÇ=ÅT�}J,H.P.F:þ7ÅT�yzïH.�B{0x}LQÅ"P
wl��z:~?xy�yL��VH.FïJ3Fï�B{ê��ÅTÉ"L��VH.FT���VH.LD��{5Ó.Ó=FI�Q��FïH.P*Ó=FIH*�B{êþ7ÅT�yzÂH.�X{0x}LQÅTP*|`{5z:L��<x}ÅTP.LQFIP.P.FöJ3Fï�B{êz:~eÊe{5P.LB��H.FqÈ
Ê?ÅTz:z:FïÊ?FI�Q�QFÎý�Ê?L��=FI���QFï�yF?Ó$ÅTwyFïþXÅ"PKJK{5z:FIPVx�{G�QFIz:F?PVx�w}H.���B{ê�yFIÊ�|.FI�}Ê}|.FïF?x���ØÙFL�3Ó3��ÅTLQx�{5xyLQÅ"PWJ3FIw�wl��z(~?x}�yLQFIw5q
FI�Q��Fö{ê��FÂzmlIz:FïJ3~Iþc{GH3xöÈ$ÊTØÙFIwlx�H.P.FïþXÅ"�lzïH.�B{5xyL�ÅTPYxyFI�Q��FIz(FIPVx�{5�lxyLQkKÊ?L�FI�Q�QF(��H9ØÙFI�Q�QFïFIwyx�zt{G�]{TJK{5Ó3x}~IF({5H��
Ó.�yÅTÇ.�QÖIz:FIwöÊ?ÅTPKÊ?�yF?xywe�]J3H z(Å"LQP.wïÓ=ÅTH.�ï�QFIwï| H.zt{5L�P.wÐF �QFIwïzt{GÊ�|.LQP.FIwïweØÙFIP {GÊIÊ?ÅTz:z:Å J3FIPVxïÇ=F[{GHKÊ?ÅTH.Ó
z:LQFIH��CÄ9�Ü�Q��F:{³{5H.w}wyLÜ�B{ozmlIz:Fö�VH`{5��L<x}~³È�H.P.Fö|`{GH3xyFIH.��J3Fö� H.F(LQP.~IÉ�{5��~IF:JK{5P.w��QFIw�{5H3x}�lFIw�{5Ó.Ó.�lÅ�Ê�|.FIweÄ
���lFIþO�3Ê?FÎxyx}F�þXÅ"�yzÂH.�B{5xyL�ÅTPì{�~?x}~�LQPV��F?PVx}~IF�Ó.�QH3xyjGx�Ó=Å"H.�~_?ócñ°R�Y\GJcáO<ðöô�óZcÎñ�W?ó ñ�cyG.¶�_JIC_Lc}ð�OQG�RoG�ô�òncyGÎñ�ã�G�ô
�VH.F
Ó=ÅTH.�A~eÊ?�yLQ�lFµxyFI�Q��FµÅTH(x}FI�Q��FµÓ.�lFIH3��FµÓ`{5�lxyLBÊÎH.��LQÖI�yFTÄ v �×FµPCØÙFIwlx���H.FµÇ=F[{5HKÊ?Å"H.Ó:Ó.��H.w�x�{5�}J(�VH9ØÙÅTP:weØÙFIwlxA�yFIPKJ3H
Ê?ÅTz:Ó3x}FÂ�VH.Fgre{:Ó$ÅTH3�T{5LQx�{5H.wywyL�l?xy�yFÂH.PYÅTH3x}LQ�DÓ=ÅTH.���B{ê�lFeÊ�|.FI�yÊ�|.FÂÅTHY�X{(��~I�lLQkKÊe{5xyL�ÅTP,{5H3xyÅ"zt{0x}L��VH.FïJ3F
Ó.�yF?H3��FIweÄ �

�×FtÓ=Å"LQPVxöJ3Fê��H.FtweØ�{GÓ.Ó.�QL��VH.F³ë¯�X{¯��ÅTÉ"L��VH.FT�DF?xÂP.Å"P {GH7�Rzt{5xy|.~Izt{0x}L��VH.FIwoÈDÊTØíFIwlxïH.P.Ft�yF?zt{G�y�VH.F
LQz:Ó=Å"��x�{5PVx}F"�[Ó`{5�}Ê?F×��H.F��QF
x}|3~IÅ"�lÖIz:F×J3F�Ú�Û�J3FI���0�QH.L��0weØ¦{5Ó.Ó.�QLB��H.F�{5H���zê{5xy|.~Izt{0x}L��VH.FIwe�0ÊTØÙFIwlxlýOë[ý�J3LQ�yF ë�Ê?F
�VH9ØíÅ"PêÓ$F?H3x×þ {5L��lF�J3ÖIw×�VH9ØíÅ"Pq{�H.PtÓ=F?xyLQx�Ó=FIHoJCØ¦{5�yL<x}|.z:~Îx}L��VH.F"Ä �À�`P.F�weØ¦{5Ó.Ó.�QL��VH.F�Ó`{5w ë��X{���ÅTÉTLB��H.F�Ó.H.�lF"Ä
�AØ¦{5�yL<x}|.z(~?x}L��VH.F"�GÊTØÙF?wyxÜH3Pöwl��wlx}ÖIz:F�Ç`{Gwy~×w}H.�]�QFIwÜFIP�x}LQFI�yweÄo��ØíFIwlxÜH.P.F wlx}�lHKÊÎx}H.�lF×H.PöÓ=FIHïw}Ó=~IÊ?LQk`��H.F"�"{I��FeÊ
w�{��l~eÊ?H.�y�lFIPKÊ?F"ÄT�&{���ÅTÉTLB�VH.FT�"ÊTØíFIwlxÜ����{5LQz:FIPVx�Ê?F��VH9ØíÅ"PöÓ=FIH3x�þc{GLQ�yF wyH.�Ü�QFIwÜwlx}�yHKÊ�x}H.�yFIwA{5�yÇ.L<x}�}{GLQ�yF?w[�T��H`{GPKJ
ÅTP:P.Fµw�{5L<x
�yLQFIP9Ä��9F�xy|.~IÅ"�lÖIz:F�J3F�Ú�Û J3FI�KwyH.Ó.Ó=Å"wyFµH.P:Ó=F?x}L<x
Ó=FIHêJCØÙFIP�x}LQFI�ywe�"Ó`{5�}ÊÎF��VHCØÙLQ�Kþ {5H3x
�QFIwAFIPVx}LQFI�lw
Ó=ÅTH.��Ó=ÅTH3��ÅTL���Ê?Å�J3F?���B{öwy� PVx�{��3F v L��9þc{GH3x�Ó`{5�y�QFI��JCØÙFIPVxyL�F?�ywe�`J�F�wyH.L<x}FIw�JCØíFIPVx}LQFI�lw[�KJ3F�J3~Iz:ÅTP.wyxy��{0x}LQÅ"P3wÎ��Ä
���QÅ"�lw³�VH.FY�Bë3��Å"P Ó`{5�y�QFWJ3F*�B{R��ÅTÉTLB�VH3F"�×ÅTP �T{RFIP.�QF?��FI�tx}ÅTH3x³Ó3�yLQPKÊ?L�Ó=F*P.ÅTP �QÅ"ÉTL��VH.F"� J3ÅTPKÊYÅTP P9Ø�{
zmlIz(F(Ó`{Gw��B{q�y~IÊ?H.�y�lFIPKÊ?FêJ3F:��ØÙ~IÊ?Å"�QF:wyFeÊ?ÅTPKJK{GLQ�yFTÄD��PãP9Ø�{³�VH.F(��F:Êe{G��Ê?H.�AJ3FIw�Ó.�l~eJ3LBÊI{5xywÏF �B{q�QÅ"ÉTL��VH.F
Ê?�B{GwywyL��VH.FYÈ2ÊTØÙFIwlxïÊ?ÅTz:z:FNre{ì�VH9ØíÅ"P {5Ó.Ó=FI���QFt�B{¯�QÅ"ÉTL��VH.FoJCØ�{GH3xy�yFIþ7ÅTLQw5q&Ê?ÅTz:z:F:xyÅ"HTN�Å"H.�lwï�VH`{5PKJ,��LQFIPVx
H.P³|.~I�y~IwyLB{G�y�VH.F"�.�VH.L9J3L<x×½�P3Å"P9�*re{ïP.F�zt{G�yÊ�|.F�Ó`{GwµÊ?Å"z(z:FÐre{�Á"�3��ØÙL�J3~IÅT�QÅ"ÉTL�F�Å"H³�X{ïw}Ê?LQFIPKÊ?F�{5zïÇ.LB{GP�x}F
Ó.�yF?PKJYH.P,{GJGNOFeÊ�x}LQþ�q$ÊTØÙFIwlx�Ê?ÅTz:z:Fgre{t�VH9ØÙÅTP,{êFIHY��Ø���ÉT��LQwyFöÊe{5xy|.Å"�QL��VH.F"�$F?x�Ó.�QH.w��y~IÊ?FIz:z:FIP�x.F ��H`{GPKJ
���lÅ"Hv� FI��{ïÓ.�yÅTÓ=ÅTw}~���ØÙLQPVx}H.L<xyL�ÅTP.P.LQw}z(FJF �X{ï��ÅTÉTLB�VH3F�Ê?�B{GwywyL��VH.F"Ä
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�2F?w�wy~e�VH.FIP�x}w�wyÅTPVx��B{qÉ"�}{GP.J3F:LQPV��FIP�x}LQÅ"PãJ3FtÚ�FIPVx}ß?FIP9Ä9���Üw[Ø�{GÉTL<x�J3F(w}H3LQxyFIw�J3F(þ7ÅT�yzïH.�QFIwe�

Γ
F?x

∆
�

wy~IÓ`{5�y~IFIwµÓ`{G����F�wl��zïÇ=ÅT�QF ` È
Γ ` ∆

c OtY¸cyGW��½
Γ

óba+��ôPG
∆

ÁKd
A1, . . . , An ` B1, . . . , Bm

�.wyLQÉ"P.LµkKF��VH.F��B{(Ê?Å"PGNOÅ"P.ÊÎx}LQÅ"PbJ3FIw
Ai

L�z(Ó.��L��VH.F��X{öJ3L�w�NOÅTPKÊÎxyL�ÅTPbJ3FIw
Bi

Ä
�Üx0re{��lFIwlx}F
����{5L��VH3FI�B��H.F×wyÅ"L<x]�QF×wyFIP.w v �}{GLQwyÅ"P.PK{GÇ.�QF0�&��H9ØÙÅTPöJ3ÅTP.P.F�ë�½×L�z(Ó.��L��VH.F�Á"�?½ Ê?ÅTPTNOÅTPKÊÎx}LQÅTP�ÁT�

½ïJ3LQw�N�Å"PKÊ�x}LQÅ"P¯Á"Ä$�Üx�x�{5PVx�z:LQFIH��C�`Ó`{5�}Ê?FÂ�VH.FïÊÎFÂwyFIP.w�PCØÙFIwlx�Ó`{5w�Ê?�X{5LQ��J3Hìx}ÅTH3x[Ä$�ÜPbxyÅ"H3x�Êe{5we�=Ê?FÂP9ØíFIwlx
Ê?FI��x�{5L�P.FIz(FIPVx�Ó`{5w×Ê?F��VH3Fµ��ÅTH.w×ÊÎ�yÅ[��FIß³q�zt{5LQw�wyLK�"Å"H3w���ØÙLQPVxyFI�yÓ.�l~?x}FIß�Ê?Å"z(z:F�Ê?F��VH3F��"Å"H.w�Ê?�lÅ0�"FIß"�"�"Å"H.w
P.F���ÅTH.w�xy�yÅTz:Ó=FI�yFIß�Ó`{5wÂÈ.�"Å"H.w�wyFI�yFIß�wyFIH.�QFIz:FIPVx�x}�lÖIw�FIPYJ�F	reë:J3HbwyFIP.w�Ó.�y~eÊ?LQw��VH9ØíÅ"PìÓ=FIH3x�J3ÅTP.P.FI��ë
Ê?F?xlx}F�L�z:Ó3��L�Êe{0x}LQÅ"P9�=ÊÎF?xyx}F�Ê?ÅTPTNOÅTPKÊÎx}LQÅTP9�=Ê?F?xyxyFÂJ3LQw�NOÅTPKÊÎx}LQÅTP9Ä$���yFIþ��KÓ$ÅTH.��wyH.L<���yFÂÊÎFÂ�VH.FµNOF��"{5LQw���ÅTH.w�FIP
��{GÊ?ÅTPVx}FI�I�VÓ=FIP.wyFIß��VH.F<re{���F?H3x×wyL�z(Ó.��FIz(FIPVx J�L��lFïÈ5½�wyL`x}ÅTH3x}F?w×�QFIw

Ai
wyÅ"PVx
���}{GLQFIwe��{G�QÅT�yw {GHtz:ÅTL�P.w�H.P.F

J3FIw
Bi

FIwlxµ� ��{5L�F�Á"Ä°��ØíFIwyxµH.P.F��QFeÊÎx}H.�lF�Ó=ÅTwywyL�Ç.�QF"�K�VH.Å"L��VH.F�x}�lÖIwµ�y~eJ3HKÊÎxy�yL�Ê?F"Ä
�����ù{ �VH.F?�B�VH3FIwbÊe{5w¯Ó`{5�lxyLBÊÎH.��LQFI�lwRÈ ` B1, . . . Bm

wyLQÉ"P.LµkKFã�VH3F,��ØÙH.P.Fã{GHùz:Å"LQP.wìJ3F?w¯þ7ÅT�yzïH.�QFIw
B1, . . . Bm

FIwlx9����{5LQF"�IF?x&Ê?FI�B{ L�PKJ3~?Ó=FIPKJK{Gz(z:FIPVx&J3F�xyÅ"H3xyF�|V��Ó=ÅGx}|.ÖIwyF"Ä[��ÅTPKÊ ` A wyLQÉ"P.LµkKF
A

v ½2N�Ø¦{�½ê�lz:F
A
Á0��Ä

A1, . . . , An `
wyL�ÉTP.LµkKF���H.F�wyH.�A�B{�Ç`{5w}F�J3FIw
|V� Ó=ÅTxy|.ÖIwyFIw

A1, . . . , An

{GH.Ê?H.P.F�Ó=Å"wywyLQÇ.L��QL<x}~�P.F��lFIwlx}F
ÅTH3��FI��x}F"�TÊTØÙFIwlxlýOë[ý�J3LQ�yFµ�VH.FµÊÎFIwA|���Ó=ÅTxy|.ÖIwyFIwAwyÅTPVx�LQPKÊ?Å"z(Ó`{5xyL�Ç.�QFIweÄ���ÅTPKÊ

A ` wyLQÉ"P.LµkKF ¬A v ½
A
P9ØíFIwyx�Ó`{5w

x}FIPK{GÇ.�QF�Á0�Eq.�QF�wy~e�VH.F?PVxµ��LBJ3F ` J3L<x��VH.F�w�{5P.w�{5HKÊ?H.P.F�|V� Ó=ÅTx}|3ÖIw}F�Å"Pb{(J3~lNlëöH.P.F�L�z:Ó=ÅTwywyL�Ç.LQ�QLQxy~tÈ.wyL2Ê?F
wy~e�VH.FIP�x�FIwlx�J3~Iz:ÅTPVx}�}{GÇ.�QF"�K�B{öx}|.~IÅT�yLQF�FIwlx�P.~eÊ?FIwyw�{GLQ�yFIz(FIPVx�Ê?ÅTPVx}��{GJ3L�ÊÎx}ÅTLQ�yF"Ä`�9F�wy~e��H.FIPVx ` �yFIÓ.�l~IwyFIPVx}F
J3ÅTPKÊ���Ø�{GÇ3w}H.�yJ3L<x}~"Ä`��P³�T{Â��ÅTL��µJCØ�{GLQ�Q��FIH.�lw��VH3F"�.ÓK{G� x}��{5P.wyL<x}L<��L<x}~<F �B{ï�yÖIÉT��F�J3F�Ê?Å"H3Ó.H.�yF"����ÅTL��ÏY�I�ÆXc}ð�F �
J3F ` A F?x

A ` �y~IwyH.�<x}F ` �3ÊÎF��VH.L=��FIH�xµJ3LQ�yF���H.F ` F?wyx �QF��y~?w}H.�<x�{5x�J3F
A

F?x ¬A Ä*�×F�wy� zïÇ=ÅT��FöÈ ` ��FIH3x
J3LQ�yF�½�LQz:Ó.�QLB�VH3F�Á"�KÅ"HbJ3Hbz:ÅTL�P.w�L��2FIwlx�{5Ó.Ó=FI��~ïë(wyF�x}�}{GP3w}þXÅ"�lz:FI��FIPq½�LQz:Ó.�QLB��H.F�Á�qKzê{GLQw���Ø¦{5wlx}HKÊ?FÂJ3F
Ú�FIPVxyßIFIP9��ÊTØÙF?wyx�J3Fµþ {5L��lF�FIPêwyÅT�lx}F��VH9ØíÅ"P:P.F�wyÅTLQx
Ó`{5w
Å"Ç.�QLQÉ"~�JCØí~eÊ?�yLQ�yF�½�LQz:Ó.�QL��VH.F Á v⇒ �Ü�VH`{5PKJ:Å"P:P9ØÙFIP
{öÓK{GwµÇ=FIwyÅ"LQP¯xy�yÅ"ÓqxyjGx[Ä

Ú�FIPVx}ß?FIPY{ö~eÊ?�lLQx�J3FIwµ�yÖIÉT��FIw�È.��F���ÅTÉTLBÊ?LQFIPìP.Å"�lzt{5�9FIwlx�H.P¯Ç.H.�yF[{5HKÊ?��{0x}F��VH.L9Ó`{5w}wyF�w}ÅTP³x}FIz:Ó.w�{I��FeÊ
J3HgÓ`{5Ó.L�F?�e�&H.P.Ft�yÖIÉT�QF"�&LQ�
xy��{GÊ?FoJ3FIwÂxy��{5L<x}w5qD{GH ýOJ�FIw}wyH.wïJ3FoÊ�|`{G�VH.Fêxy��{GL<xe�&F?xÂFIP J3FIwyw}ÅTH.we�&LQ��z(F?xöJ3F?w
þ7ÅT�yzÂH.��FIweÄ ¼ H`{5PKJ¯Ê?FIwµþ7ÅT�yzïH.�QFIw�Å"Ç=~ILQwywyFIPVx�ëöÊ?FI�lx�{GLQP.FIw�Ê?Å"P�x}��{5LQPVx}FIwe�3FI|¯Ç.LQFIP¯L��CFIwlx�Ê?Å"P�x}FIPVx�È.ÊTØÙFIwlx&re{
�QF�ÊI{G��Ê?H.�2J3FIwµw}~I�VH.FIPVxyw[Ä.�����¯{Âx}�lÅ"LQwµÉ"�yÅTH.Ó=FIw�J3F��lÖIÉT��FIw�È

�
�b_=@[!$8&^��*47'2�3#=-04B-e1b�9½
A

� %?-
A

Áö��-t@[1 ¾V47^D@[!96C82�3)W�3#=-��

A ` A
v {��3LQÅ"z(F�JCØÙL�J3FIPVxyLQxy~0� Γ ` A,∆ Γ′, A ` ∆′

Γ,Γ′ ` ∆,∆′
v ÊÎÅ"H.Ó.H.�lF0�

�2F�É"�lÅ"H3Ó$F�½�L�J3FIPVx}L<x}~�Á"�KJ3L<x��VH3F�½
A

FIwlx
A

Á�FÎx��l~eÊ?LQÓ.�yÅ �VH.FIz:FIPVx5�`��PìFLÈ�F?xe�.�X{ö�yÖ?É"�QF�J3F�ÉV{5HKÊ�|.F"�
�VH.L
w[Ø�{GÓ.Ó=FI�Q�QF(½o��Ø¦{��3LQÅ"z:FoJCØíLBJ3FIP�x}L<x}~(Á"�DJ3L<xö�VH.FtwyL&N�Ø¦{5L

A
Ê?ÅTz:z:FtÓ3�y~Iz:LQwyw}FT�`NOFt��Ø¦{5LÐRvG<ÆIð�Ycó�Ê?ÅTz:z:F

Ê?ÅTPKÊ?�QH.wyL�ÅTP v {GH3xy�yFIz:FIP�x�J3L<x[��½
A

LQz:Ó.�QLB��H.F
A

Á0�Eq3FÎx���Ø¦{5H3x}�lF��lÖIÉ"�QF"�3�X{öÊ?ÅTH.Ó.H.�yFT�KJ3L<x�È3LQPV��F?�ywyFIz:FIPVxe�3wyL
NÎØ�{GL.Å"Ç3xyFIP H

A
FIPêÊ?ÅTPKÊ?�QH.wyL�ÅTP9�eNOFµÓ=FIH��:z¯ØÙFIP:wyFI�l��LQ�Azê{GLQPVx}F?P`{GPVx�Ê?ÅTz:z:FµÓ3�y~Iz:LQwywyF"Ä7��ØíFIwyx�{GÇ.wyÅT��H3z:FIPVx

þ7ÅTPKJK{5z:FIPVx�{G��Ä9EGFÂÓ=FIP.wyFöÊ?Å"P3P`{�h�x}�lFïÇ=F[{GHKÊÎÅ"H.ÓWJ3Fï�QÅ"ÉTL��VH.F"�$zt{5LQw×NOFÂÓ=FIP.wyFö�VH9ØíÅ"P*P9Ø�{êÓ`{5w�x}FI�lz:L�P.~Â�B{
Ê?ÅTz:Ó.�y~?|.FIP.wyL�ÅTPãJ3F¾rI{3Ä ¼ H`{5PKJoNOF(J3LQw(ÈK½

A
FIwlx

A
��F?x��y~eÊÎL�Ó.�lÅ��VH.F?z:FIPVx�Á"� NOFöP.Föz:Fïz:Å���H.FöÓ`{Gw�J3H

z:ÅTPKJ3F"�KÊGØÙFIwlxµxy�yÖIw�Ê?ÅTz:Ó.�QL��VH.~ÂëöÊ?ÅTz:Ó.�yFIPKJ3�lF"Ä=EGF�Ó=FIH��³þ {5L��lF�Ð:|.FIH.�lFIw�J�F�Ê?ÅTH.�ywµwyH.����ØíL�P�x}FI�yÓ.�l~?x�{0x}LQÅTP
J3F�Ê?FIw�J3FIH��³zt{GÊ�|.LQP.w�ý��Bë�Ä`ûÜ{5�µ�}{GÓ.Ó=ÅT�lx�ë¾re{��.�QF��lFIwlx}F�P9ØíFIwlx��yLQFIPìJ3H³x}ÅTH3x5�

�D{öÊ?ÅTH.Ó.H.�lF"�KÊTØÙF?wyxµ�QFW� [�R5ñVô@à�[�ICGLI.ô×J3F�P.ÅTwµÉT��{5PKJ ýÀz:ÖI�yFIw�È3wyLCÅ"Pì{
A
�3F?xµwyL9ÅTPb{

A⇒ B
�`{5�QÅ"�lw

ÅTPq{
B
ÄV�À�.�ê{�H.P.F�{5H3x}�lF��"FI�ywyLQÅ"PbÈ�wyLKÅTPq{

A⇒ B
F?x
B ⇒ C

� {5��ÅT�yw�ÅTPo{
A⇒ C

Ä�� ÅTH.w×Ê?F?xlx}F�þ7ÅT�yz(F
v FIP(z:F?xyx�{GP�x9NOH.wlx}F���FIw
J3F?H��(Ó.�y~?z:L�wywyFIw
JK{5P.wA��ØíÅ"�yJ3�yF�L�PV�"FI�ywyF0���TÅ"P:�lFeÊ?ÅTP.P`{�h�x
�QFµÇ=ÅTP:� L�FIH7�(wl���Q��ÅTÉ"LQwyz:F"�
J3HêÉTFIP.�yF�È0½�x}ÅTH.w
��FIw
|.ÅTz:z:FIw
wyÅTPVx�z(Å"��x}FI�Qwe��ÅT� � Å Ê?��{0x}F�FIwlx�H.P:|.Å"z:z(F"�VJ3ÅTPKÊ�� Å Ê?��{0x}F�FIwlx�z:ÅT�lx}F?�3ÁTÄ

�
ÅTH.w�w�{I��FIß"��L��$�³{ïJ3FIH��qÓ.�lL�P.Ê?L�Ó=FIwµ�VH9ØÙÅTP³H3xyL��QLQw}F�FIP³zt{0x}|.~?zt{5xyLB��H.FIw�È���F�wl���Q�QÅ"ÉTL�wyz:F�F?x��B{ï�l~eÊ?H.��ý
�yFIP.Ê?F"Ä��&{��l~eÊ?H.�y�lFIPKÊ?F"�"ÊTØÙFIwlxA�QFµÓ.�lL�PKÊ?LQÓ=F�½�J3F

P [0]
F?x�J�F ∀n(P [n]⇒ P [n+1])

J3~eJ3H.LQ�yF ∀n P [n]
Á³q"Ê?F

�?Ð



Ó.�yLQPKÊ?LQÓ=F�Ó=FIH3x�wyF×N�H.wlx}LµkKFI� LQP.þ7ÅT�yz(FI���QFIz:F?PVx�Ó`{5�×H.P.F�wyH.L<x}F�LQP$kKP.LQF�J3F/� [�R0ñ ô.à�[�IEGLI.ô&F ÅTP³J3~Iz:ÅTPVxy�yF
P [1]

�CÓ.H.LQw
P [2]

ÄIÄIÄ2�Y{5L�we�Czt{5��|.F?H.�yFIH.wyFIz:FIP�x[�C��F?w��yÖIÉT��F?wÂJ�FêJ3~eJ3HKÊ�x}LQÅ"PãwyÅTPVxÐkKP.LQFIw�F?x��X{q�l~eÊ?H.�y�lFIPKÊ?F
P.Fïþ {5L<x�Ó`{Gw�Ó`{5�lxyL�FöJ3Fï�B{t�QÅTÉ"L��VH.Fö~I�Q~Iz:F?PVx�{5L��lF�qC{5LQP.wyL]Ó=ÅTH.��~?x�{5Ç.��LQ���B{oÊ?ÅT|.~I�yFIP.Ê?F(J3Fï��Ø¦{5�yL<x}|.z:~Îx}L��VH.F"�
Ú�FIPVxyßIFIPWwyFI��{tÅTÇ.��LQÉT~:J3FöÓ`{5wyw}F?��ëoH3P.Föw}ÅT�lxyF(J3F�½(�QÅTÉ"L��VH.FöL�P$kKP3L�F�Á"��Ê?F(�VH.L]w}ÅTH.�QÖ?��F(J3FöÉ"�}{I��FIw�Ó.�lÅGý
Ç.�QÖIz:FIweÄK	µ~?w}H.z(Å"P.w�ýÀP.ÅTH.w�È.FIP³��ÅTÉTLB�VH3F"�.L��CP9Øí�³{ö�VH.F��QF�wl���Q�QÅ"ÉTL�wyz:FTÄK
&ÅTH3x��QF��lFIwyxyF�P9ØíFIwlx��Bëö�VH.F�Ó`{5�}Ê?F
�VH9ØíL��Cþ {5H3x�Ç.LQFIPìP.ÅTz:z:FI���QFIw�~Î��LBJ�FIPKÊ?FIwe�.zt{GLQwµþ7ÅTPKJK{Gz(FIPVx�{5�QFIz:FIPVxe�.Å"P¯P.F�þ {5L<x��VH.F�J3H¯wl���Q��ÅTÉ"LQwyz:F"Ä

�2Fowy� ���QÅTÉ"LQwyz:FqP9ØÙFIwlxöÓ`{Gwïxy�yÖIw(J3LµÈ$~I�yFIP�x:J3H4� [�R0ñ ôNà�[�ICGLI.ôÎ�DF?xöLQ� FIwlx:{GH.wywyL JK{GP.wö�B{*ÊÎÅ"H.Ó.H.�lFWÈ
�B{YÊ?ÅTH.Ó.H.�yFqÊ?Å"PVxyLQFIPVxïx}ÅTH.wï��F?w(Êe{5w(J3Ftx}�}{GP3w}L<x}L<��L<x}~qJ3Fo��ØíL�z(Ó.��L�Êe{0x}LQÅTP9Ä���ØíFIwlxö�B{b�yÖIÉT�QFqþXÅ"PKJK{5z:FIPVx�{G�QF"�
Ê?FI�Q�QF³��H.L�Ó=FI�yz:F?xïJCØ7ðvW?óbY¸ã�GLc��QFIwï�QFIz:z:F?w[�&�VH.L�Ó=FI�yz:FÎx(J�ØÙH3x}LQ�QL�wyFI�ÂH.Pgxy|.~IÅT�yÖIz:FoJ3ÅTPVxïÅ"PgP.FqÊ?ÅTP.P`{�hBx
Ó`{5w³�X{ J3~Iz(Å"P.wlx}�}{5xyL�ÅTP È×ÅTPù�QF*x}�lÅ"H3�"F,JK{5P.w³H.Pÿ{5�lxyLBÊÎ��F"�×��Ø¦{5H3x}FIH.�qFIwlx¯H3P xO� Ó=FWwy~I�yLQFIH��C�×ÅTPùÓ=FIH3x
�QH.LAþ {5L��lFtÊ?ÅTP$k={GP.Ê?F"ÄIÄIÄ2���QÅ"�lw�ÅTPR�QFêÓ.�lFIPKJãFÎxÂÅTPã��Ø�{GÓ.Ó3��L��VH.FbÈ9FI|ãÇ.L�F?PRFIPRþc{GLQw�{GPVxÂÊ?FI�B{³Å"PãH3x}LQ�QL�wyFê�B{
Ê?ÅTH.Ó.H.�yF³�$����ÅT�ywe�`��Å"H3w���Å[��FIßïJ3Å"PKÊT��ÊTØíFIwlx�þ7ÅTPKJK{5z:FIPVx�{5�����B{oÊ?ÅTH.Ó.H.�lF"Ä5��ØÙFIwlx�H.P.Fï�lÖIÉ"�QFöFJ��x}�Vl?z:FIz:FIPVx
zt{5��P.Å"z:z(~IF"�GÓK{G�yÊ?F��VH.F�ÊTØíFIwlx��B{��yÖ?É"�QF�J3F�Ê?Å"z(zïH.P.L�Êe{5xyLQÅ"P9�TJ�F�wyÅ Ê?LB{GÇ.LQ�QLQxy~"ÄV� L�Å"P:{5Ó.Ó=FI�Q��FA½µÊ?ÅTH.Ó.H.�yF
Á
�B{b�yÖIÉT�QF³J3FowyÅ�ÊÎLX{5Ç.LQ��L<x}~"�DÅ"P FIwlxöÓ`{5�lxyL×Ó=ÅTH.�gl?xy�yFoH.P Ó=FIH w}Ê}|.L�ßIÅTÓ.|.�lÖIP.F"Ä���ØÙFIwlxöJCØ¦{5L��Q�QFIH.�yw(Ê?Fq�VH.L
�T{
{5�y�yL<��FI�IÄ

�
�b_=@[!$8&^��Y%?-[@58&¾G-08&@[�3Z��Ü¾"�Y698&4
m3+ã'&�Y%I!$4
�AÅ"L�Ê?L9zê{GLQPVxyFIP`{GP�x���F�ÉT�yÅTH.Ó=F�wlx}�lHKÊÎx}H.�lFI� v

σ
J3~IwyLQÉTP.F�H.P.F�Ó=FI�yzÂH3x�{0x}LQÅ"P`��È

Γ ` ∆

σ(Γ) ` ∆

v ~IÊ�|`{5P.É"F�ëöÉ�{GHKÊ}|.F�J3F ` �
Γ ` ∆

Γ ` σ(∆)

v ~eÊ�|`{5P.É"F�ë(J3�lÅ"L<x}F�J3F ` �

Γ ` ∆

Γ, A ` ∆

v {�ÈC{5L�Ç.�QLQwyw}FIz(FIPVx�ëöÉ�{GHKÊ}|.F�J3F ` �
Γ ` ∆

Γ ` ∆, A

v {�È9{5LQÇ.��LQwywyFIz:FIPVx�ëöJ3�yÅTL<x}F�J3F ` �

Γ, A,A ` ∆

Γ, A ` ∆

v Ê?ÅTPVx}�}{TÊÎxyL�ÅTPbëöÉ�{GHKÊ}|.F�J3F ` �
Γ ` ∆, A,A

Γ ` ∆, A

v Ê?ÅTPVx}�}{TÊÎxyLQÅ"Pbë(J3�lÅ"L<x}F�J3F ` �

�2FtÊe{G��Ê?H.��F?wyxïÊ?ÅTz:Ó.�QÖ?x}FIz(FIPVxïwl��z(~?x}�lLB�VH.FbÈDë³x}ÅTH3x}Fê�yÖIÉT��Fqë¯É�{5HKÊ�|.FoJ3H ` Ê?Å"�l�yFIwyÓ=Å"P.Jg�B{¯�yÖIÉT�QF
{5P`{G�QÅTÉ"H.F(Ó=ÅTH.���B{qJ3�lÅ"L<x}F"Ä
�×FöÉT�yÅTH.Ó=Fê{t~?x}~:{5Ó.Ó=FI�Q~�½(wlx}�lHKÊÎx}H.�lFI�2ÁöÓ`{5��Ú�FIPVxyßIFIP9��Ó`{5�}Ê?F(�VHCØÙLQ�]�T{qJ3F
wyÅ"L�Än��F�w}ÅTPVx�J3FIwµ�yÖIÉT��F?w��VH9ØíL��CP.F��T{5H3x�zmlIz(F�Ó`{5w��B{öÓ=FILQP.F�J�F�J3LQw}Ê?H3x}F?� v �¦�ÎÄ

�
Øí~eÊ�|`{5P.ÉTFµë�ÉV{5HKÊ�|.F J3LQx��VH.F×��ØÙÅT�}J3�lF�J3FIw]|V��Ó=ÅGx}|.ÖIwyFIwÜP9Ø�{�{GHKÊÎH.P.F LQz:Ó=Å"��x�{5PKÊ?F³qG��ØÙ~eÊ}|`{GP.ÉTFµë�J3�lÅ"L<x}F
J3L<x��VH.F���ØÙÅT�}J3�lF�J3FIw�ÊÎÅ"PKÊ?�QH.wyLQÅ"P.w�P9Ø¦{({GH.Ê?H.P.F�LQz:Ó=ÅT�lx�{5PKÊ?F"Änæ {ï�T{(J3F�wyÅTL�Ä

�
Ø�{�ÈC{5L�Ç.�QLQwyw}F?z:FIPVxtëYÉ�{5HKÊ�|.F"�³rI{Y�"FIH3x:J3LQ�yF¯�VH.Fo��ÅTH.w(Ó=ÅTH3��FIßì{5N�Å"H3xyFI�(J3FIw(|V��Ó=ÅGx}|.ÖIwyFIw(LQP H3x}LQ�QFIw
v �"Å"H.w�P9Ø¤l?xyFIw�Ó`{5w�Å"Ç.�QLQÉ"~ÂJCØíH3x}LQ��LQwyFI��xyÅ"H3xyFIw��QFIw�|V��Ó=ÅGx}|.ÖIwyFIw��EqKF?x���Ø�{�ÈC{GLQÇ.�QLQw}wyFIz(FIPVx�ë:J3�yÅTL<x}F"�`�VH.F��"Å"H.w
Ó=ÅTH3��FIß�{�ÈC{GLQÇ.�QLQ���QFIw�ÊÎÅ"PKÊ?�QH.wyLQÅ"P.w�ÈK��H.L9Ó=FIH�x��QF�Ó.�QH.w�Ó=FIH3x��QF�z:ÅTL�P3w5�næ {:{5H.wyw}L���re{Â�"{öJ3F�w}ÅTL�Ä

�D{�Ê?ÅTPVxy��{GÊÎx}LQÅ"P:ë�ÉV{5HKÊ�|.FµJ3L<xA�VH.F w}L ��ÅTH.w
{I��FIß H.P.F�|���Ó=ÅTxy|.ÖIwyF"�"ÊTØíFIwlxAÊ?ÅTz:z:F w}L ��ÅTH.w���Ø¦{I��LQFIßµJ3FIH��
þ7ÅTLQwïÈ.��ÅTH.w�Ó=ÅTH3��FIß���ØÙH3xyL��QLQw}FI��FÎx��B{:�l~IH3x}LQ�QL�wyFI�I�${5H3x�{5PVx�J3F�þXÅ"LQw��VH.F��"Å"H.w��QF���ÅTH.�QFIß�qKF?x��B{:Ê?Å"PVxy��{GÊÎx}LQÅTP
ëÂJ3�yÅTLQxyF"���VH.F�wyL=��ÅTH.wµ{I��FIß�H3Pq~?��FIP�x�{GLQ��J3F�Ê�|.ÅTLµ����LQ��wyH$½(x�JCØÙ~IP.ÅTPKÊ?FI��Ê�|K{TÊ?H.P³JCØíFIH��oH.P3F�w}FIH3��F�þ7ÅTLQwÎhZ�0Ä
��ÅTP9�3xyÅ"H3x&re{ï�T{(J3F�wyÅTLo�

�Üx ��F�Ó=Å"LQPVx FIwyw}FIP�x}LQFI���3ÊTØÙFIwlx��VH.F�Ê?FIw �yÖ?É"�QFIw �y~IH.wywyLQw}wyFIPVxµë�FL�3Ó.�lL�z(FI�×��FIw Ó.�lÅ"Ó.�lLQ~?x}~Iw�J3F��B{ÂÊ?ÅTPTNOÅTPKÊ�ý
x}LQÅTPìF?x�J3F��X{öJ3L�w�N�Å"PKÊÎxyL�ÅTPìw�{5P.w�FIP¯LQPVxy�yÅ J3H.L��lF��QFIw�wl��zÂÇ=Å"�QFIweÄ
��§l¨n�@�<���í¤p� �×¥��z�?¤��À��¥�¤À�¤�z���[�\�Î�Ù¤���¥y��¥¬é[���Ù��l>n�t�jLq�s�s�r���r�s�u��Un�l�ma� n�oejek�l>��r��	�z�?�Ù�Rt s¢¡£l>n�ª

�eM



�
�b_=@[!$8&^��*ZX!`_$476982�b��4c#=-[@[!9']8&¾T-04X!$# '&� %:¾T!�#&#2��¾G-[��8&@0%ö�V-ê'&� %:6989+=#=-04<¤]¾"+3-[��8&@0%
�ÜxµF?P$kKP³��ÅTL�Ê?LC��F�É"�lÅ"H.Ó=F��QÅ"ÉTL��VH.F"�`{5LQP.wyL9J3~IP.Å"z(z:~�Ó`{5�}ÊÎF��VH9ØíL��9J3L<x�Ê?Å"z(z:FIPVxµLQPVxy�yÅ�J3H3L��lF��QFIw�Ê?Å"P.P3FeÊ�ý
x}FIH3�ywµ�QÅ"ÉTLB��H.FIw ∧ � ∨ � ¬ � ⇒ �.F?xµ��FIw��VH`{5PVx}Lµk`Êe{0x}FIH.�lweÄn�×ÅTz:z:FIP�r?ÅTP.wµÓ`{5�µ�X{öÊ?Å"PTN�Å"PKÊ�x}LQÅ"P ∧ È

Γ, A ` ∆

Γ, A ∧B ` ∆
(g∧ `)

Γ, B ` ∆

Γ, A ∧B ` ∆
(d∧ `)

È3LQPVx}�lÅ�J3HKÊÎxyL�ÅTPbJ3H ∧ ëïÉ�{GHKÊ�|3F�J3F `

Γ ` A,∆ Γ′ ` B,∆′

Γ,Γ′ ` A ∧B,∆,∆′
(` ∧)

È.LQPVx}�lÅ�J3H.ÊÎx}LQÅ"PìJ3H ∧ ë(J3�lÅ"L<x}F�J3F ` Ä

��P.Fµ�lÖIÉT��FµÇ.LQP`{5L��lFµL�P�x}�yÅ J3H.L<x
�B{�Ê?ÅTPTNOÅTPKÊÎx}LQÅTPoë�J3�yÅTL<x}F�J3F ` v Ó=ÅTH.�
J3~Iz(Å"PVxy�yFI�
A∧B �TÅTPêJ3~Iz:ÅTPVxy�yF

A
�

F?x�ÅTPYJ3~Iz(Å"PVxy�yF
B
�Î�KJ3FIH��ì�lÖIÉ"�QFIw�H.P`{5LQ�yFIw���ØÙLQPVx}�lÅ�J3H.LQwyFIPVx�ëöÉV{5HKÊ�|.F"Ä`�D{öP.ÅTx�{5xyL�ÅTPbFIPVxy�yF�Ó`{G�lFIPVxy|.ÖIwyFIw

v
g∧ ` ��� v d∧ ` ��� v ` ∧ ��FIwlx�H.P3F�þ {�rÎÅ"PìÊ?ÅTPKJ3FIP.wy~IF�J3F�P.ÅTz:z:FI���B{ö�lÖIÉ"�QF v JK{GP.wµ�QFIw�J�~Iz:ÅTP.wyxy��{0x}LQÅ"P.we�3L��
FIwlx��yFeÊÎÅ"z:zê{GPKJ3~öJCØÙLQPKJ3L��VH.FI��ëoÊ}|`{T�VH3Fö~?x�{GÓ=Fö�B{t�yÖIÉT��Fö�VH9ØÙÅTPã{5Ó.Ó.�QL��VH.F0�Eq��QF

g
JK{5P.w

(g∧ `)
wyLQÉ"P.LµkKF

¶Vð5ñ�WJa*GYÈ×LQ��wyL�ÉTP`{5��F,��H.FW�B{gþ7ÅT�yzïH3��F
A

�VH.L�wyFYx}�lÅ"H3�T{5LQxì{5H�ý�J3FIwywyH.w¯J3F*�X{gÇ`{5�y�lF*�T{gwyF*�yF?xy�yÅTH3��FI�e�
{5Ó.�yÖIw�LQPVxy�yÅ J3HKÊÎx}LQÅTP,J3H ∧ ��ëêÉ�{GH.Ê�|.FöJ3H ∧ v Å"PW{

A ∧ B �=F?x�P.ÅTP
B ∧ A �Eq$J3FÂzmlIz:F"�$J.{GP.w��B{ê�yÖ?É"�QF

v
d∧ ` �Î�K�X{(þ7ÅT�yzïH.�QF�LQP.L<x}LB{G�QF

B
wyF��yFÎx}�yÅTH3��FÂëêJ3�lÅ"L<x}FÂJ3H ∧ ÄE��F?xyx}FÂJ�L�wlx}LQPKÊÎxyL�ÅTPY~?� LQxyFïJ�F�Ó.�y~IwyH.Ó.Ó=ÅTw}F?�

�B{êÊ?ÅTz:zïH3x�{5xyLQ��L<xy~ÂJ3H ∧ F FIPbþ {5L<x[�`FI�Q�QFÂ��ØÙFL��Ó.�yLQz:F"Ä v �À�2FL�3LQwlx}FÂJ3FIw���ÅTÉ"L��VH.F?w�F þ7Å"�yÊ?~Iz:FIP�x��QL�P.~[{5LQ�yFIw�F
Å�Þ ∧ P9ØÙFIwlx�ÓK{Gw�Ê?ÅTz:zïH3x�{5xyL�þ��.zt{5LQw�NOF�P9ØÙFIP¯Ó`{5�y�QFI��{5L9Ó`{5w[Ä¦�

����� {YH.P Ê?FI�lx�{GLQP {G�lÇ.LQxy��{5L��lF¯JK{5P.wö�X{ìò°cX_�ô	GJI`ó�ðGóZY�[�IãJ3FIwö�yÖIÉT��F?w[Ä�û]{G�ïFL�3FIz(Ó.��F"�ÜJK{5P.w(�QF³J3FI�yP3L�FI�
wy~e�VH.FIP�xÂJ3F(�X{q�yÖIÉT�QF ` ∧ �3NÎØ¦{5H.�}{GLQw�Ó.Hã~eÊ?�lL��lF:�QF

A ∧ B ë³J3�yÅTLQxyFêJ3FIw�Ê?ÅTPVxyFL��x}FIw
∆,∆′

�CÓ.��H3xVjTx��VH9Ø¦ë
�QFIH.� É�{5HKÊ�|.F"Ä3��LQFIPqwVÇ.�e� ÅTPqÓ`{5wyw}F�JCØíH.P.F�Ó.�y~?w}FIP�x�{0x}LQÅ"P³ë���Ø�{GH3xy�yF�Ó`{G�×�B{��yÖIÉT�QF�JCØÙ~eÊ�|K{GP.ÉTF"��J3Å"PKÊ���H`{GPKJ
ÅTP³H3x}LQ�QL�wyF��B{Â�yÖIÉT�QF ` ∧ ��ÅTP³P.F�þ {GL<x�Ó`{5w�{5xlx}FIPVxyL�ÅTPìëÂÊ?F�ÉTFIP.�yF�J3F�J3~?x�{5LQ��w�È�ÅTP³z:FÎx���F

A∧B �BëÂÅ�Þ³ÅTP
��FIH�x��QF�xy�yÅTH3��FI�IÄ3�AÅTLBÊ?LCzt{5L�PVxyFIP`{5PVx��QFIw��lÖIÉ"�QFIw�J3H ∨ È

Γ, A ` ∆ Γ′, B ` ∆′

Γ,Γ′, A ∨B ` ∆,∆′
(∨ `)

È3L�P�x}�yÅ J3HKÊÎx}LQÅTPbJ3H ∨ ëïÉV{5HKÊ�|.F�J3F `

Γ ` A,∆
Γ ` A ∨B,∆

(` g∨)
Γ ` B,∆

Γ ` A ∨B,∆
(` d∨)

È3LQPVx}�lÅ�J3HKÊÎxyL�ÅTPbJ3H ∨ ëöJ3�yÅTL<x}F�J3F `

��FIw��lÖIÉ"�QFIwÂJ�Fê�B{¯J3LQw�NOÅTPKÊÎx}LQÅTPRw}ÅTPVx���ØíL�zê{GÉTF:z:L��lÅ"LQ��J�FtÊ?FI�Q�QFIwÂJ3F:�B{¯Ê?ÅTPTNOÅTPKÊÎx}LQÅ"P v ` NOÅTH.Fê�QF:�VjT��FêJ3H
z:LQ�yÅTLQ���ÎÄ=�&{êwl��z:~Îx}�yLQFÂÓ.�lÅ"þ7ÅTPKJ3Fï�VH.LDþc{GL<x�Ó`{5wyw}FI��J3FIw�H.P3FIw�{5H��*{GH3xy�yFIw�ÅTÓ=ÖI�yFïFIP.Ê?Å"�lFöJK{5P.w���FIw��yÖIÉT�QFIw
J3F��B{öP.~IÉ�{5xyL�ÅTPRÈ

Γ ` A,∆
Γ,¬A ` ∆

(¬ `)
Γ, A ` ∆

Γ ` ¬A,∆
(` ¬)

È.LQPVx}�lÅ�J3HKÊ�x}LQÅ"P.w�J�H ¬ Ä

�×FIwÂ�yÖIÉT�QFIwïÓ=FI�yz(F?xyxyFIPVxöëìH.P.Ftþ7ÅT�yzÂH.��FtJ3Ftþ7��{5PKÊ�|.LQ�Â�QFö½HKwY�cX[�Y¸c�Á ` q2��ØíL�zê{GÉTFoz(L��lÅ"LQ�ïJ3F
A

FIwlx
¬A �"{5H3x}�lFIz:FIPVx�J3L<x[�5�X{�P.~IÉ�{5xyL�ÅTP(FL��Ó.�yLQz:F ��ØÙ~eÊ}|`{GP.ÉTF�É�{5HKÊ�|.FU¥5J3�yÅTL<x}F"Ä�E3ØÙLQP.wyL�wlx}F �Bë[ýOJ�FIwyw}H.we�GÓ`{5�}ÊÎF��VH9ØÙFIP
�QÅ"ÉTL��VH.F��QL�P.~e{GLQ�yF"�KÊ?F�wyFI�yÅTPVx�Ê?FIw�{5wyÓ=FeÊÎx}w<¶�_X[�KN_?óZcLY�dÎñ°G�ô×J3F��X{ï��ÅTÉTLB�VH3F��VH.LCw}FI�lÅ"P�x�þ7ÅTPKJK{5z:FIPVx�{5H��CÄ

�
ØíL�z(Ó.��L�Êe{0x}LQÅTPìFIwlx��y~IÉTLQF�Ó`{5�µ�QFIw��lÖIÉT��FIwµwyH.LQ�T{5PVx}FIw�È

Γ ` A,∆ Γ′, B ` ∆′

Γ,Γ′, A⇒ B ` ∆,∆′
(⇒`)

È3L�P�x}�yÅ J3HKÊÎx}LQÅTPbJ3H ⇒ ëïÉ�{GHKÊ�|3F"�

� ú



Γ, A ` B,∆
Γ ` A⇒ B,∆

(`⇒)
È3L�PVxy�yÅ J3HKÊÎx}LQÅTPbJ3H ⇒ ëöJ3�yÅTL<x}F"Ä

¼ H`{5PKJ*Å"P*þ {5LQx�J3Fö�B{txy|.~IÅT�yLQF:J�Fö�B{qJ3~Iz(Å"P.wlx}�}{5xyL�ÅTPWþ7ÅTPKJK{5z:FIPVx�{G�QLQwyxyF"���QFIw��VH`{5PVx}Lµk`Êe{0x}FIH.�lw v F?x�J3Å"P.Ê
�QFIw��yÖIÉT�QFIw��VH.L&Ó=FI�yz:F?xlx}FIP�x�J3FÂ�QFIw�L�P�x}�yÅ J3H.LQ�yF0�ÜNOÅ"H3FIPVx�H.PY�VjT�QFÂFIwywyFIPVx}LQFI���`��HY�VH.FÂÊTØÙFIwlx��Bë0ý�J3FIwywyH.w��VH.F
wyF�Ó=Å"wyFIP�x��QFIwµÓ.�yÅTÇ.�QÖIz:FIw�J3F�ÊÎÅ"|.~I�lFIPKÊ?F"Ä3�AÅ"L�Ê?L9�QFIwµ�yÖIÉT��F?w�Ê?ÅT�y�yFIwyÓ=ÅTPKJK{5PVx}FIw�È

Γ, A[t] ` ∆

Γ,∀xA[x] ` ∆
(∀ `)

Γ ` A[y],∆

Γ ` ∀xA[x],∆
(` ∀) È.LQPVxy�yÅ�J3H.ÊÎx}LQÅ"P.w�J3H ∀ Ä

Γ, A[y] ` ∆

Γ,∃xA[x] ` ∆
(∃ `)

Γ ` A[t],∆

Γ ` ∃xA[x],∆
(` ∃) È.LQPVxy�yÅ�J3H.ÊÎx}LQÅ"P.w�J3H ∃ Ä

��{5P.w�Ê?FIw]�yÖIÉT��FIwe�
y
J3~IwyL�ÉTP.F H.P.F��"{5�yLB{5Ç.��F v �VH.L P9Ø¦{5Ó.Ó`{G�}{�h�xÜÓ`{GwÜJK{GP.w]��F Ê?ÅTPVx}FL� x}F"�GÊTØíFIwlxlýOë0ý�J3LQ�yF JK{5P.w

Γ
F?x

∆
�Î�VF?x

t
J3~?w}LQÉTP.F�H.Ptx}F?�yz:F v H.P3F��T{G�lLX{5Ç.�QF"� H.P.F�Ê?ÅTP.wlx�{5PVx}FTÄeÄIÄ¦�ÎÄ���{5P.w×xyÅ"H�x}FIw×�QFIw×�yÖIÉT�QFIw×�QÅ"ÉTL��VH.FIwe�

�B{Wþ7Å"�lzïH.�QFb��H.L�Ê?Å"P�x}LQFIPVxê��FbÊ?ÅTP.P.FeÊÎxyFIH.�êÅTH��QFb�VH`{5PVxyLQk`ÊI{5xyFIH.�êLQPVx}�lÅ�J3H.L<xtÓ`{5�:�X{W�lÖIÉ"�QFìweØ¦{5Ó.Ó=FI�Q�QFb�B{
ÆP[�cJKïñ*OQG�òncJY¸IEWLY¦òKð�OµG?Ä$�9FIw�{GH3xy�yFIw�þXÅ"�lzïH.�QFIw v

Γ
�

Γ′
F?x

∆
�
∆′

�µþXÅ"�lz:FIPVx���F WX[�I`ó¬GVU"ó`G�È$ÊTØíFIwlx�H.P.FÂFIwyÓ=ÖeÊ?F
J3F�Ó`{G�VH.F?xe�KÊTØÙFIwlx��QL<���y~�{I��FeÊ��QFIwµ|V��Ó=ÅGx}|.ÖIwyFIwe�.Å"HìÊ?ÅTz:z:F�Ê?Å"PKÊÎ��H.wyLQÅ"P.w�{5�<x}FI�yPK{5xyLQ�"FIw[Ä

���CF?wyx�ëÂP.ÅTxyFI����H.F��QF�Ê�|.ÅTLµ�³J3FIwµ�yÖ?É"�QFIwµ�QÅ"ÉTL��VH.FIwµFIwlxµH.P.LB��H.F�ëö�VH.F?�B�VH3FIwµ�T{5�yLB{GP�x}FIwµÓ.�lÖIw v �VH.LCwyÅTPVx
JCØ¦{5LQ���QFIH.�lw�~e�VH.L<�T{G�QFIPVxyFIw�z:Å�J3H.�QÅ:�QFIwµ�yÖIÉT��FIwµwlx}�yHKÊ�x}H.�yF?���QFIw��ÎÄ

�
� %:'&1�),!$#&%?-[@[+.-04X!$#&%
��P(Ê?ÅTP.wlx}�lH.LQxÜ��F?wAJ�~Iz:ÅTP.wyxy��{0x}LQÅ"P.wÜFIP({GÓ.Ó.�QL��VH`{5PVx�wyHKÊIÊ?FIwywyLQ�"FIz:FIPVxÜ��FIwÜ�lÖIÉ"�QFIwÜÓ.�y~eÊ?~IJ3FIPVx}FIweÄG�D{�Ê?ÅTPKÊ?�QH�ý
wyL�ÅTPgJCØíH.P.FtJ3~Iz(Å"P.wlx}�}{5xyL�ÅTPRFIwlx�H.PRwy~e�VH.F?PVx[ÄC�AÅ"L�Ê?LAÓ`{5��FL��FIz:Ó.�QFêH.P.FtJ3~Iz(Å"P.wlx}�}{5xyL�ÅTP9�&{GH.wywyL
Ê?Å"H3�lx}F
�VH.F�Ó=ÅTwyw}LQÇ.�QF"�`J�H¯w}~e��H.FIPVx

A⇒ B,A⇒ C, (B ∧ C)⇒ D ` A⇒ D
È

A ` A B ` B
(⇒`)

A,A⇒ B ` B
A ` A C ` C

(⇒`)
A,A⇒ C ` C

(` ∧)
A,A⇒ B,A⇒ C ` B ∧ C D ` D

(⇒`)
A⇒ B,A⇒ C, (B ∧ C)⇒ D,A ` D

(`⇒)
A⇒ B,A⇒ C, (B ∧ C)⇒ D ` A⇒ D

�×F?xlx}FoJ�~Iz:Å"P3wyxy��{0x}LQÅ"PRFIwlxÂ��~?É"ÖI�lFIz:FIPVxÂLQPKÊ?ÅT�y�yFeÊ�x}FYÈ2�QFIwÂ�lÖIÉ"�QFIwÂwlx}�lHKÊÎx}H.�lFI�Q��FIwï�VH3L
þ7ÅTPVxÂÓ`{GwywyFI�ÂJ3F
A,A⇒ B,A,A⇒ C ` B ∧ C ë

A,A⇒ B,A⇒ C ` B ∧ C F?x�J3F
A,A⇒ B,A⇒ C, (B ∧ C)⇒ D ` D ë

A⇒ B,A⇒ C, (B ∧ C)⇒ D,A ` DP9ØÙÅTPVxµÓ`{Gwµ~?x}~�LQPKJ3L��VH.~IFIweÄ
�2F�Ç.H3x H.�QxyL�z(F�~?x�{5PVxµJ3F�J3~Iz:ÅTPVx}�lFI��J�FIw�þXÅ"�lzïH.�QFIwe��Å"P³J�L��}{ï�VH9ØÙH3P.F�J3~?z:Å"P.wlxy��{0x}LQÅ"P³J3F

A
FIwlx�H.P.F

J3~Iz:ÅTP.wlx}�}{5xyL�ÅTPRJ3H,wy~e�VH.FIPVx ` A Ä2ûÜ{5��FL��FIz:Ó.�QFgFùëqÓ`{5�lxyL���J3F(�B{³J3~Iz:ÅTP.wlx}��{0x}LQÅTPãÓ.�l~eÊ?~eJ3FIPVxyFJF Å"P
Ó=FIH3x�Ó.�lÅ�J3H.LQ�yF�H.P.F�J3~Iz:ÅTP.wlx}��{0x}LQÅTPìJ3F

((A⇒ B) ∧ (A⇒ C))⇒ (((B ∧ C)⇒ D)⇒ (A⇒ D))
Ä

�Ì�a" �g.¸%5;�)�8 )�,. 0!$)�'�, 3.+54 DE'�A��@A&($+54�(P;`+§¦©¨�ª¬«p­%®_¨�­�¯�*
�2F�î�ð0ñ0ò$ócôeð5ó7õAJ3F�Ú�FIP�x}ßIFIPêJ3LQx��VH3FµxyÅ"H3xyF�Ó.�lFIH3��FµÓ=FIH3x2l?x}�lF��lFIz:Ó.�B{TÊÎ~IF�Ó`{5�AH.P.F�Ó.�lFIH3��Fµw�{GP.w
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Γ′, B ` ∆′
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Γ,Γ′ ` ∆,∆′
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Ó$ÅTH.�

y
JK{GP3w

Γ ` A[y],∆
J3Å"P3P.F

Γ ` A[t],∆
�3L�ÄíF"Ä��3P9Ø¦{5�QxyÖI�yF�Ó`{5w��QF�Ê?Å"P�x}FL��xyF"Ä

�D{öÓ=ÅTwyw}LQÇ.LQ�QLQxy~ÂJ3F�wyL�z:Ó3��LµkKFI�µ��FIw�ÊI{Gw�Ê?�Q~�xy��{GJ3H.LQx��B{öwl��z:~?xy�yLQF��X{öÓ.�QH.w�Ó.�yÅTþ7ÅTPKJ3F�J3H¯wy� wyxyÖIz:F:È.FI�Q�QF
wyH.Ó.Ó=ÅTw}F�H.PqÊ?FI��x�{5L�Pq~e�VH3L��QLQÇ.�yF�FIPVx}�lF���FIw �lÖIÉT��FIw É�{5HKÊ�|.FIw F?x�J3�yÅTLQxyFIw�JCØíH.PqzmlIz:F�Ê?ÅTP.P.FeÊÎxyFIH.� v Å"HqJCØÙH.P
zmlIz(F��VH`{5PVx}Lµk`Êe{0x}FIH.���ÎÄ

�IS



ø !$)R)W8C-[+3-04X!�#2%ê'2�Y@�� _$ZX� %
��P(É"~IP.~I�}{G���"LQ�.P9Øí�:{�Ó`{5w
J3Fµ��{5LQwyÅ"Pê�VH.F���FIwAÅ ÊIÊ?H.�y�lFIPKÊ?FIw�J3F

A
JK{5P.wAH.P.F�Ê?ÅTH.Ó.H.�yFµwyÅTL�FIP�x�J3FIwAþ7ÅT�yzïH3��FIw

Ó.�yLQPKÊ?LQÓ`{5��F?w[Ä×�Y{5L�wtJK{5P.woÊ?FbÊe{5wtÅ"P�Ó=FIH3xêxyÅ"HTN�Å"H.�lwtþ {5LQ�yFo½b�yFIz:ÅTPVx}F?�öÁì�B{ãÊ?ÅTH.Ó.H.�yFìFIP Ó=F?�yzïH3x�{GPVx
��ØÙÅT�}J3�lF�J3FIw��yÖ?É"�QFIweÄ`ûÜ{5�µFJ�3FIz:Ó.�QF"�`ëïÓ`{G��x}LQ��J3F:È

` B,A
` B ∨ C,A

A,E `
A,D ∧ E `

D ∧ E ` B ∨ C
NOF�Ó=FIH��ì{5H.wywyL9Ç.LQFIPìþ {5LQ�yF�JCØ¦{5Ç=Å"�yJ³�X{(ÊÎÅ"H.Ó.H.�lF�F?xµFIP.wyH.L<x}F�LQPVxy�yÅ J3H.L��lF��QF ∧ F?xµ��F ∨ È

` B,A A,E `
E ` B
D ∧ E ` B

D ∧ E ` B ∨ C
�D{YÊ?ÅTz:zïH3x�{5xyL�ÅTP J3FIwö�yÖ?É"�QFIw:JCØíLQPVx}�yÅ J3HKÊÎxyL�ÅTP J3F ∧ F?x(J3F³Ê?Å"H3Ó.H.�yFqz:Å�J�LQkKFq�QF³Ê?Å"P�x}FL��xyFWÈÜÊTØíFIwlx

�B{ c}ð�YXô	[�I R5T :?óbcXGµJ3FIw�Ê?ÅTPVxyFL��x}FIw�JK{5P.w��B{:þ7ÅT�yzÂH.�X{0x}LQÅTP*J�FIw��lÖIÉ"�QFIweÄ$��LQFIPbwyÇ.�I��N�Ø¦{5H.��{5L�w�x}ÅTH3x�{5H.wyw}L2Ç.L�F?P
Ó.HbL�PVxy�yÅ J3H.L��lFÂ��F ∨ {I�T{GP�x���F ∧ Ä$�9FIw�J3FIH��bÓ3�yÅ�ÊÎ~eJ3H.�yFIw�wyÅ"PVx�{5H.wyw}L&�Q~IÉTLQxyL�z(FIw���ØíH.P.Fï�VH.FÂ��Ø¦{5H3xy�yF"�`Ç.LQFIP
�VH9ØíFI�Q��FIwAÊ?Å"PKJ3H3L�wyFIPVx�ë�J3F?wAÓ.�lFIH3��FIwAJ3LµÈ�~?�yFIPVxyFIwe�"J3H(Ó=Å"LQPVx
J3F ��H.F�J3HêÊI{G��Ê?H.�KJ3FIw�wy~e�VH.FIPVxyw[ÄG��H3x}�lFIz:FIPVx
J3L<x[�`�QFÂÊe{5��Ê?H.�DJ3FIw�wy~e��H.FIPVx}w�P9ØÙF?wyx�Ó`{5w�J3~Îx}FI�yz(L�P.LQwlx}F"�KL��9�b{:J3FIw�Ê}|.Å"Lå�Y{G�lÇ.L<x}��{5LQ�yFIw�ë:þ {5LQ�yF"Ä$�Üwlxlý�Ê?F�H.P
{5�yÇ.L<x}��{5LQ�yF³Ó.�yÅTþ7ÅTPKJ ÅTH P9Øí� {0ý�xlýÀLQ���BëW��H.FìJ�FIw:zê{G�B{GJ3�yFIwywyFIwêJ3F³þ7ÅT�yzïH3�X{0x}LQÅTP�ÏYEGF³�lF?��LQFIPKJ3��{5L�wyH.�:Ê?F
Ó=ÅTL�PVxeÄ

ø +`%('&� %:@�� _$ZX� %:%?-[@58&¾T-08&@[��ZcZX��%
�&{¯wyL<x}H`{0x}LQÅ"PRFIwyxÂH3PgÓ=FIHRz:Å"LQP.w�w}LQz:Ó.�QFt�VH`{GP.JRÅ"PgÊ?ÅTH.Ó=FtwyH.��H.P.FtþXÅ"�lzïH.�QFt�VH.L
Ó.�yÅ[��LQFIPVxïJCØíH.P {5þBý
þ {5LQÇ.��LQwywyFIz:FIPVxÂÅ"HgJCØíH.P.FtÊ?Å"PVxy��{GÊÎx}LQÅTP9ÄD�&{³Ó.�yFIz:LQÖI�lFtL�J3~IF"�2~?��L�J3FIz(z:FIPVx[�9FIwlxïJ3FêwyL�z(Ó.��LµkKFI��H.P.F:x}FI�Q�QF
Ê?ÅTH.Ó.H.�yF�Ó`{G��H.P¯FzÈC{TÊ?FIz(FIPVx�ÅTH¯H.P.F�J�H.Ó.��L�Êe{0x}LQÅ"PCÄ=ûÜ{5�µFL��FIz:Ó.�QF"�

Γ ` ∆, A

Γ′ ` ∆′

Γ′, A ` ∆′

Γ,Γ′ ` ∆,∆′

Ó=FIH3xgl?xy�yFê�yFIz:Ó.�B{GÊ?~tÓ`{5�ïJ3FIwö{�È9{5LQÇ.��LQwywyFIz:FIPVxywïL<x}~I�l~IwïJ3F
Γ′ ` ∆′

v JCØ¦{5Ç=Å"�yJRFIP
Γ,Γ′ ` ∆′

Ó.H.LQwïFIP
Γ,Γ′ ` ∆,∆′

��F?x {I��FeÊµÇ.LQFIPtwVÇ.�
��F?w×Ó=F?�yzïH3x�{5xyL�ÅTP.w�P.~eÊ?FIwyw�{5L��lFIw��Î�V�VH.L`þ7ÅTPVx×J3L�wyÓ`{5��{�hBxy�yF��B{�Ê?Å"H.Ó.H3�yF"Ä ��F
zmlIz(F:È

Γ ` ∆, A

Γ′, A,A ` ∆′

Γ′, A ` ∆′

Γ,Γ′ ` ∆,∆′

Ó=FIH3x&l?xy�yF��yFIz(Ó.�X{GÊ?~�Ó`{5��J3FIH��¯Ê?ÅTH.Ó.H.�yFIwµwyHKÊIÊ?FIwywyLQ�"FIw

Γ ` ∆, A

Γ ` ∆, A Γ′, A,A ` ∆′

Γ,Γ′, A ` ∆′

Γ,Γ,Γ′ ` ∆,∆′

ÍGá



wyH.L<��L�F?w³J3F*Ê?ÅTPVx}�}{TÊÎxyL�ÅTP.woÓ=Å"H.�tÅ"Ç3xyFIP.LQ�
Γ,Γ′ ` ∆,∆′

Ä��&{RÓ.�lFIz:LQÖI�yF*ÊÎÅ"H.Ó.H.�lF,{ãFIH �QLQFIH {I�T{GPVxo�B{
Ê?ÅTPVx}�}{TÊÎxyL�ÅTP9Ä2��PWÓ=FIH3x�{GLQP.wyLÜþ {5LQ�yF(�lFIz:ÅTPVx}FI���B{qÊ?ÅTH.Ó.H.�yF�N�H.w}�VH9Ø¦ët�yF?xyÅ"zÂÇ$F?��JK{GP3w���F?w�Êe{5w�Ê?�Q~"Ä9�Y{5L�we�
JK{5P.wÜÊ?F�Ó.�yÅ Ê?FIwywyH.we�5�B{�Ê?ÅTPVx}�}{TÊÎxyL�ÅTPïLQPKJ3H.L<x]H.P.F J3H3Ó.��L�Êe{0x}LQÅ"PöJ3HÂz:ÅT�}Ê?F[{5HÂw}F
xyFI�yz:LQP`{5PVx�{I��FeÊ

Γ ` ∆, A
Ä

��F���H.L`þ {5L<x ��H.F��X{�Ó3�yÅ�ÊÎ~eJ3H.�yF�P3F�ÊÎÅ"PV�"FI�yÉTF�Ó`{5w�wyLK��FIw�J3FIH��:Å�Ê?Ê?H.�y�yF?PKÊ?FIw×J3F
A

w}ÅTPVx
Å"Ç3xyFIP H.FIw�Ó`{5��J3F?w
Ê?ÅTPVx}�}{TÊÎxyL�ÅTP.we�"Ê�|`{GÊ?H.P.FµLQPKJ3H.LQw�{5PVxAH.P.F�J3H3Ó.��L�Êe{0x}LQÅ"PêJ3F���Ø�{GH3xy�yF³�"�À�3�({�Ó.�QH.wyL�F?H.�ywAþ {·r?ÅTP.w
J3FµweØíFIP:wyÅT�lx}LQ�eÄ
��PÂÓ=FIH3xÜH3xyLQ��LQwyFI�]�B{µx}FeÊ�|.P3LB�VH3F J3LQxyF J3FIwC½�ÊÎÅ"H.Ó.H.�lFIwÜÊ?�yÅTL�wy~IFIw9Á J3F�Ú�FIPVxyßIFIP9�5J3Å"PVx$N�F×P.F�Ó`{G�l��F?��{5L�Ó`{5w]L�Ê?L
F ÊTØÙF?wyx�x}�yÅTÓYxyFeÊ�|.P.L��VH.F³qCrI{êzt{G�yÊ�|.F"�=zê{GLQw���Ø¦{5�QÉ"ÅT�yL<x}|.z(FöJCØÙ~I�QLQz:LQP`{5xyL�ÅTPWJ3FIw�Ê?ÅTH.Ó.H.�lFIw�F?wyx�x}FI�Q��FIz(FIPVx
Ê?ÅTz:Ó.�QLB��H.~"ÄIÄeÄK��H.F�Ó=FI�ywyÅTP.P.F�P.F���Ø¦{�Nl{5zt{GLQw�����{5LQz:FIPVx�Ê?ÅTz:Ó.�lL�we����ÅTL���{GH.wywyLA�T�"ÄÙÌÌ�

��P.FW{GH�x}�yFbÓ=Å"wywyLQÇ.L��QL<x}~*FIwlxqJ3FYz(Å�J3LµkKFI�o�QFIwo�yÖ?É"�QFIwqJ3H Êe{5�BÊÎH.��J3FIwowy~e�VH.FIP�x}we��F?P L�z(Ó=Å"w�{5PVx³J3F?w
�yFIwlxy�yL�ÊÎx}LQÅ"P3wA�VH.L3F?z:ÓnleÊ�|.FIPVxAÊ?F?xlx}F wyLQxyH`{5xyL�ÅTP:J3F wyF Ó.�yÅ J3H.LQ�yF"Ä���F wyFI��{��QF�Êe{Gwe�GÓ`{5�ÜFL�3FIz:Ó.�QF"�GFIPö�QÅ"ÉTL��VH.F
LQPVx}H.L<x}LQÅTP.P.LQwyxyF�ÅoÞ9�`Ê?ÅTz:z:F�ÅTPb�QF���FI�l��{��KLQ�&PCØí�ì{(Ó`{5w�J3F��yÖIÉT�QFIw�wlx}�yHKÊ�x}H.�yFI�Q�QFIw�J3�yÅTL<x}FIweÄE�×F�wyFI�}{(��F�Êe{5w
{5H.w}wyL��
J3Fbþ {·r?Å"P Ó3��H.wt~I�Q~IÉV{5PVxyF v Êe{5�ê�X{,wy� z:~?x}�lL�FìÉ�{GHKÊ}|.FU¥GJ3�lÅ"L<x}FbP9Ø � wyFI�}{ãÓ`{5wtÇ.�yLQwy~IF0�öFIP �QÅ"ÉTL��VH.F
�QL�P.~e{GLQ�yF"Ä

��;<+=ZX_`!=@54B-0/D),�
��P Ê?ÅTzïÇ.LQP`{5PVx:��FIw:Êe{Gw(Ó.�y~eÊ?~eJ3F?PVx}w:F?x:FIP L<x}~I��{5PVxt{GJ3~e�VH`{0x}F?z:FIPVx[�Ü�QFIwêÊ?ÅTH.Ó.H.�lFIw¾kKP.LQw}wyFIPVx:Ó`{5�:J3LQw�ý
Ó`{5��{�hBxy�yF"Ä9�Y{5LQw[�CÊÎF(þc{GLQw�{GPVxe���B{tx�{5LQ���QF:J3F?w�J3~Iz(Å"P.wlx}�}{5xyL�ÅTP.w�{tx}F?PKJK{GPKÊÎFêë³{5H.ÉTz:FIPVxyFI�e�9ëoÊe{5H.w}F(J3Fö�B{
Ê?ÅTPVx}�}{TÊÎxyL�ÅTP9Än��ØÙFIwlx�H.P.F�{5�QÉ"ÅT�yL<x}|.z(LB��H.FÂ{GÇ.wyÅT�QH.z:FIPVx�P.ÅTP³x}�lLQ��LB{5��F:È

¹ �&{êÊ?Å"z(Ó.��FJ�3LQxy~öJ3FÂ��Ø¦{5��ÉTÅT�yL<x}|.z:FÐF JK{5P.w��QFïÊe{Gw�~?x}HKJ�L�~ÂLBÊÎLåF FIwlx�~IP.ÅT�yz:FoÈ`��F�x}F?z:Ó.w�J3FïÊe{G��Ê?H.�
F?wyxµH.P.F�xyÅ"H.�µJCØíFL�3Ó=ÅTP.FIPVx}LQFI�Q�QFIwe�`J3ÅTPVxµ�X{ï|`{5H3x}FIH.�µJ3~IÓ=FIPKJ¯J3F��B{�½�x�{GLQ�Q��F�Á.F L�ÄíF"Ä��3�QF�P.ÅTzïÇ.�lF�J3F
wl��zÂÇ=Å"�QFIw�F J3F��X{(ÊÎÅ"H.Ó.H.�lF�ëö~I�QLQz:L�P3FI�eÄ

¹ ��F�Ó.�QH.w�ÊTØíFIwlx�H.Pb{5��ÉTÅ"�lLQxy|.z:F�H.P.L<��FI�lw}FI���KJK{5P.w�H.P¯wyFIP.w�ëöÓ.�l~eÊ?LQw}F?�eÄ

º » ��»��Â®?®?¬Â¹?»D°µ´·±  | }¼~9�½�¾��}g�8�

¿���� �� DE'�#.%
($+5,.DE+Â3&+Â;%.� �(*)¬!$#<8"%C!$)�ÃÄA.+Â3&+ÁÀu+
 2,&'
	�{5Ó.Ó=FI�QÅ"P3wlýÀP.ÅTH.w��VH.FÂ�QFÂwy~e�VH3FIPVx���L�J3F ` �yFIÓ.�l~IwyFIPVx}F���Ø�{GÇ.wyH.�yJ3LQxy~"ÄC����LQ�DFIwlx�þ {GÊ?LQ��FïJ3F��"Å"LQ���VH.FÂ�B{

wyFIH.�QF��yÖIÉT��F�Ó=ÅTH3�T{GPVxµz(FIP.FI��ëïÊ?F�wy~e�VH3FIPVxµFIwlx��X{ïÊ?ÅTH.Ó.H.�yF³q3FIP³��Ø¦{5Ç.wyFIPKÊ?F�J3F�Ê?Å"H.Ó.H3�yF�Ó`{GwµJ3F�wy~e��H.FIPVx
��L�J3F³�K�2Fïî�ð5ñ0ò$ó7ôeðGó7õ(LQz:Ó.��L��VH.F�J3ÅTPKÊ��B{(Ê?ÅT|.~I�lFIPKÊ?F"Ä

��P*{GÓ3Ó.��L��VH.FÂÊ?FI�B{êë(��Ø�{G�lL<x}|.z:~?xyLB��H.F�qKL��2þc{GH3x�Ç.LQFIPbwVÇ.��~?xyFIPKJ3�yF���Øí~I��LQz:LQP`{0x}LQÅ"PYJ3FIw�Ê?ÅTH.Ó.H.�lFIw�Ó=ÅTH.�
x}FIP3L��(Ê?ÅTz:Ó3xyF³J3F³��ØÙLQPKJ3HKÊÎxyL�ÅTP9�]Ó`{G�öFJ�3FIz:Ó.�QF³FIP LQPVxy�yÅ�J3H3L�w�{5PVx:H3P.F³FIwyÓ=ÖeÊ?F³J3F¯Êe{5��Ê?H.��J3FIw(Ó3�y~eJ3L�Êe{0x}w
LQP$kKP.LQw[ÄC
&ÅTH3x�þXÅ"PKÊÎxyL�ÅTP.P.F:J3Fö�B{ozmlIz(Föþ {·r?ÅTP9�9ëqÊ?F(J3~?x�{GLQ�ÜÓ.�yÖIw��VH.Fö��Ø¦{5�QÉ"ÅT�yL<x}|.z(F:JCØí~I��LQz:LQP`{0x}LQÅ"PãJ3F?w
Ê?ÅTH.Ó.H.�yFIw�J3F?��LQFIPVx�JCØíH.P.FïxyFI���QF(Ê?Å"z(Ó.��FJ�3LQxy~:��H.Föw�{ WX[�I�ã�GLc\¶�GLICWXGöP.~IÊ?FIwyw}L<x}FöH.P.FöLQPKJ3HKÊ�x}LQÅ"PWxy��{5P.w�kKP.LQF
FgNOH.w}�VH9Ø�ëoÊ?Fïþc{Gz(FIH��YÅT�}J3LQP`{G�

ε0

Ä���Øí~?x�{5L<x�Ó.�y~?� L�wyLQÇ.�QF(J3H*þ {5L<x�J3H*wyFeÊ?Å"P.JYxy|.~IÅ"�lÖIz:FöJCØíL�PKÊÎÅ"z:Ó.�Q~?xyHKJ3F
F?x���FIw�{G�lÉ"H�x}LQFIw�J3F�Ê?FI��x�{5L�P.w��yFIw}Êe{5Ó=~Iw�J3H:NOH.�}{GwywyLB��H.F�P.F�Ê?ÅTPV�T{5L�PKÊ?�lÅ"P�x�N�{Gzê{GLQw�Ó=FI�lwyÅ"P.P.FêÈK�QF��y~IwyH.�<x�{0x
J3F�Ú�FIPVxyßIFIP³P.F�þ7Å"P.J3F�ÓK{Gw�Ó.��H3wµ��Ø�{G�lL<x}|.z:~?xyLB��H.F���H.F��X{ïÓ.LQwlx}F�wyH.L<��LQF�Ó`{5���QFIw���H.Ó=ÅTPKJ�x�JK{GP.w��QF�J3~IwyFI��x
P.F�z:ÖIP3FÂëï�X{Â��LQ���QF"ÄIÄIÄ

Ú�FIPVx}ß?FIPYÊ?ÅTP.wyLBJ�~I��{5LQx�w}ÅTP¯x}�}{e�T{5L��2J3Ft�ISTÌTÐ v ��ØíL�P�x}�yÅ J3HKÊÎxyL�ÅTPYJ3HbÊe{5�BÊÎH.�DJ3FIw�wy~e�VH.FIP�x}w���Ê?ÅTz:z:F�H.P.F
wyL�z(Ó.��F:Ó.�l~IÓ`{5��{0x}LQÅ"Pgëqw}ÅTP,x}�}{I�"{5LQ�
J3Fì�IS"Ì ú ¹ �IS"ÌTÕÎ¹¦Ú�F?PVx}ßIFIPC�9�eS ú S"ÊT�DÚ�F?PVx}ßIFIP9�C�eS ú STÇ$» v w�{qÓ.�lFIH3��F
J3Fì�X{ãÊ?ÅT|.~I�lFIPKÊ?FYJ3Fì��Ø�{G�lLQxy|.z:~?xyLB�VH.F[�Î��{5��ÅT�ywt�VH.Fbzê{GLQPVx}F?P`{GPVxêÅ"P�w}F k`Ê}|.FbH.P�Ó=FIH J�H �y~?w}H.�<x�{5xoJ3F
�IS"Ì ú �DF?x:�VH3F¯ÊÎFI��H3LµJ�FW�eSTÌTÐ.�]Ó=ÅTH.�öP.ÅTH.we�]FIwlx(Ç=F[{5HKÊ?ÅTH.Ó Ó.�QH.w(LQPVxy~I�yFIwyw�{GP�x[ÄD����ÅT�yw(�VH.Fo�X{ìx}�}{TJ3L<x}LQÅTP
þ7ÅTPKJK{5z:FIPVx�{G�QLQwyxyF�P.F�weØÙLQPVx}~I�lFIwyw}F��VH9Ø�ë���ØÙ~Îx}HKJ3F�FIPoþXÅ"�yÊ?F�F J3~Iz(Å"PVxy�yFI���B{�Ê?Å"PV�"FI�yÉTFIPKÊ?F�J3F���Ø¦{5�QÉ"ÅT�yL<x}|.z(F
J3FãÚ�FIPVxyßIFIP Ó=Å"H.�³J3FIwqwl��wlx}ÖIz(FIw³Ê?Å"z(z:F*��Ø�{G�lL<x}|.z:~?xyLB��H.FJF v H.P.F*~?x}HKJ3F*FIP þ7ÅT�}Ê?F*Ç.�QÅ��VH.~?FWÓ`{G�o��F
x}|.~?Å"�lÖIz:FãJCØÙLQPKÊ?ÅTz:Ó.�Q~?x}HKJ�F0�Î��L���FIwlxìÓ=ÅTwywyL�Ç.�QFãJ3FWx}��{I�T{GLQ�Q��F?�b{GH.wywyL�FIPÁkKP.F?w}wyF"ÄIÄIÄµ�Üx¯�Xë���re{ J3F?��LQFIPVx
Ç=F[{5HKÊ?ÅTH.ÓìÓ.��H3w�FL�.Ê?L<x�{5PVx5�

Í��
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	µFIÉ�{5�}J3FIß¯P9ØíL�z(Ó=Å"��x}Fì��H.FI�Q��F¯�lÖIÉ"�QFãÈ�Ê?F¯�VH9ØÙLQ� � {,{5H�ý�J3FIwyw}H3wtJ�ØÙH.P w}~e��H.FIPVx[��ÊTØíFIwlx(x}ÅTHTNOÅTH.�ywêJ3F?w
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J3~zkKP.LQ����ØíFIP.wyFIzïÇ.�QF�J3FIw

a
RvG�óa��ò�G

n
�VH.L��"~I�yLµkKFIPVxµH.P.F�ÊÎFI�lx�{5LQP.F�Ó.�yÅTÓ.�lL�~?xy~"�.FÎx�Ê?FÎx�F?P.w}F?zïÇ.�QF�~?x�{5PVx�J3F

xO� Ó=F
n + 1

�$�QF(Ê?FI�yÊ?�QFöFIwlx�Ç.�lL�wy~"Ä��&{êwyÅ"�QH3x}LQÅTP,J3F(	�H.wyw}F?���]P9Ø�{tÓ`{5w�~Îx}~ï�yF?x}F?P H.F v ÊTØíFIwyxáÊ$FI�lz:FI�QÅ³�VH.LÜ{
FIH,��F:J3FI�yP.LQFI��z:ÅTx��Î��zt{5L�w�F?���QFêÊ?ÅTP.wlx}L<x}H.F:�QF(w}FIÊ?Å"PKJ,LQP.ÉT�y~eJ3LQFIPVx�JCØÙH.P.F(þ7Å"�lzt{5��LQw�{5xyL�ÅTPRJ3F(��Ø�{GÓ3Ó.�yÅ Ê�|.F
J3F~��F?� xyL�P.É¯È.wyL9��ØÙÅTPìLQPTNOFIÊÎx}F��QF�xO� Ó`{GÉTF�JK{GP.wµ��F

λ
ýOÊI{G��Ê?H.���.Å"P¯~I�QL�z(L�P.F@F P.ÅTP¯Ó`{Gwµ�B{(Ê?Å"P�x}��{GJ3L�ÊÎx}LQÅTP9�KLQ�

P9Øí�oFIPb{öÓ`{5w�F �.zt{5L�wµ�B{öP.ÅTP�ý�x}FI�lz:LQP`{GLQwyÅ"P9Ä
��ØÙF?wyxï{GLQP.wyL��VH9Ø�{GÓ.Ó`{5��{�h�xÂ��F

λ
ý�Êe{5�BÊ?H.�]½:xO��Ó=~öÁ"ÄD��PRÓ`{5�lxïJ3F?w�x���Ó=FIwï{5xyÅ"z(LB��H.FIwÂÓ.H.LQwe�2wyL

A
F?x
BwyÅ"P�xöJ3F?wÂx���Ó=FIwe�

A × B
F?x
A → B

v
= BA ��w}ÅTPVxïJ3FIw�x���Ó=FIweÄ&�AØÙLQz:Ó.�QLBÊe{0x}LQÅTP FIPVxy�yFtJ3FIH��ãx���Ó=FIwïJ3F

J3ÅTP.P.~IFIw
A⇒ B

FIwlx��QF x���Ó=F�J3FIw
{5�QÉ"ÅT�yL<x}|.z(FIwÜx}ÅGx�{5H��ïFIPV��Å[� {5PVxAJ3FIwÜFIPVx}�l~IFIw
A
w}H.��J3F?w�wyÅ"��x}LQFIw

B
ÄT�2F?w

þ7ÅT�yzÂH.��FIw��QÅTÉ"L��VH.FIw
NOÅ"H3FIPVx�Ç.LQFIPb��F���j"�QFÂJ3F�wyÓ=~eÊ?Lµk`Êe{0x}LQÅ"P3wöÈ`�VH.FI�9xO��Ó=F�J3FÂJ3Å"P.P3~IFÂF?wyx�{GÊIÊ?FIÓ3x}~"�=��H9ØÙFIP
{GJ���LQFIPVxlýÀLQ�0Ï��9FIwDxO��Ó=FIw]É�{G�}{GPVxyL�wywyFIPVxÜ��Ø�{GÇ.wyFIPKÊ?F J3F Ç=ÅTHKÊ?�QF"�TJ3ÅTPKÊ��X{µx}FI�yz(L�P`{5LQw}ÅTP9Ä����lFIzt{5�}�VH.FI�]�VH.F×��F?w
½�x���Ó=FIw�J3F�J3ÅTP.P.~IFIw�Á"� F"ÄÙÉ.Ä�� �QFIw�Ç=ÅVÅT��~IFIP3w[����F?w�FIP�x}LQFI�ywe���QFIw ��LQwlx}FIwe���QFIwµ{G�lÇ.�yFIw�kKP.LQwe��F?x�ÊGÄ3Ê?ÅT�y�yFIwyÓ=ÅTPKJ3FIPVx
ë�J3FIw�x���Ó=FIwe� J3Hoz(Å"LQP.w JK{5P.w×�B{���FI�lw}LQÅTPqJ3Htw}FeÊÎÅ"PKJtÅT�}J3�lF�J3H

λ
ý�Êe{G��Ê?H.�`xO� Ó=~"�V��F�ô��5ôÎóe�LKNG

F
J3ÅTPVx×P.ÅTH.w

P.F�Ó`{5�y�QFI�yÅTP.w�Ó`{5we�3��ÅTLQ�µÓ`{G��FL�3FIz:Ó.�QFN¹¦Ú�LQ��{5�}JqF?x�{5��ÄQ�9�IS"STá·»ÀÄ
�
ØµYXô	[�KN[�cÀò°a�YXôJKNGºRvG	VDñ�cJcK�·x�î~[���ð�cXRbxy��{GJ3H.LQx���F?w�Ó.�lFIH3��FIw�JK{5P.w�H.P

λ
ý�Êe{5��Ê?H.�Üx���Ó=~"Ä2�µP.F(þ7ÅT�yzïH.�QF

A
J3F?��LQFIPVx�H.P¯x���Ó=F"�.F?x�H.P.F�Ó.�yF?H3��F�J3F ` A J3FÎ��L�F?PVx�H.P³x}FI�yz(F�Ê?��ÅTwÄF L�ÄÙF"Ä��.w�{5P.wµ�T{G�yLB{5Ç.�QF��QLQÇ.�yFJF J3H

λ
ý�Êe{G��Ê?H.�$xO��Ó=~"�3J3F�x���Ó=F

A
Ä.û��QH.w�É"~?P.~I��{5��F?z:FIPVx[��H.P.F�J3~Iz:ÅTP.wlx}��{0x}LQÅTP¯J3F

Γ ` A J3FÎ��L�F?PVxµH.Pox}FI�lz:F�J�F
xO� Ó=F

A
Ê?ÅTPVx}FIPK{GPVx�J3FIw��"{5�yLB{5Ç.��F?w v ��LQÇ.�yFIw��
J3ÅTPVx ��F?w×xO��Ó=F?w wyÅ"PVx�J.{GP.w

Γ
Ä3û&Å"H.�×Ê?Å"z:Ó3�yFIPKJ3�lFöÈ ��Ø¦{��3LQÅ"z:F

JCØÙL�J3FIP�x}L<x}~
A ` A FIwlx×�QF�xyFI�yz:F

x
J3F�xO� Ó=F

A
v �VH.L=Ê?ÅTPVx}LQFIPVx×�B{��T{5�yLB{GÇ.�QF��QLQÇ.�yF

x
J3HtzmlIz(F�xO��Ó=F[�Î��{5�QÅ"�lw

�VH.F��B{ïJ3~Iz(Å"P.wlx}�}{5xyL�ÅTP³J3F ` A⇒ A
�VH9ØíÅ"PqFIP³J3~eJ3H3LQx�FIwlx��QF�x}FI�lz:F�Ê?�QÅTw

λx.x
J3F�x���Ó=F

A⇒ A
Ä3��LQFIP

�VH.F�P3Å"H.w�P9Ø�{e�"Å"P.w�Ó`{5wµ����{5L�z(FIPVx�L�P�x}�yÅ J3H.L<x�J3F�þ7ÅT�yzt{5�QL�wyz:FT�`J3ÅTP.P.ÅTP.w���ØÙLQPVxyFI�yÓ.�l~?x�{0x}LQÅ"Pìþ7ÅTPKÊÎx}LQÅTP.P.FI�Q��F
J3HRþX��{5É"z:F?PVx ∧,⇒ J3HgÊe{5�BÊÎH.��J3FIw�wy~e�VH.F?PVx}we�9FI�Q��FêwyFêÊ?Å"z(Ó.�yFIPKJãþc{TÊ?LQ�QFIz:FIPVx5q2Ê?Å"z(z:FtJ�ØÙ|`{5Ç.LQxyHKJ3Fê��F
Ê?�yÅ Ê�|.F?x

t[x]
wyLQÉ"P3LQkKF:�VH.Fö�X{t�T{G�lLX{5Ç.�QF:�QLQÇ.�yF

x
FIwlx�wyH.w�ÊÎFIÓ3x}LQÇ.�QFêJCØ�{GÓ.Ó`{5��{�h�x}�yF:JK{5P.w��QFöx}FI�yz(F

t
q
y1, y2wyÅ"P�x��QFIw�J3F?H��¯Ó3�yÅTNOFeÊ�x}LQÅ"P.w�JCØíH.P.F�Ó`{GLQ�yF�ÅT�}J3ÅTP.P.~IF

y
v F?x�J3ÅTPKÊ

y = (y1, y2)
��È

x 7→ x

v L�J3FIPVx}L<x}~[� ~x 7→ f [~x] ~x′, y 7→ g[~x′, y]

~x, ~x′ 7→ g
[
~x′, f [~x]

]
v Ê?Å"H.Ó3H.�yF:È.wyH.Ç.wlx}L<x}H3xyL�ÅTP=� v Ì��

~x 7→ f [~x]

~y 7→ f
[
σ[~y]

] v ~eÊ�|`{5P.É"F0� ~x 7→ f [~x]

~x, y 7→ f [~x]

v {�ÈC{GLQÇ.�QL�wywyFIz:FIP�xÂÈ.J3~IÓ=FIPKJK{5PKÊ?FÐk`ÊÎxyLQ�"F0� v ÐV�

~x, y, z 7→ f [~x, y, z]

~x, y 7→ f [~x, y, y]

v Ê?ÅTPVx}�}{TÊ�x}LQÅ"PãÈ.L�J3FIP�x}Lµk`Êe{5xyLQÅ"P=� ~x 7→ f [~x] ~x 7→ g[~x]

~x 7→
(
f [~x], g[~x]

) (` ∧ È.ÓK{GLQ�yF
)

v M��

~x, y 7→ f [~x, y]

~x, y 7→ f [~x, y1]
(g∧ ` È.Ó.�lÅTNOFeÊÎxyL�ÅTP¯ÉV{5HKÊ�|.F

)
~x, y 7→ f [~x, y]

~x, y 7→ f [~x, y2]
(d∧ ` È.Ó.�lÅTNOFeÊÎxyL�ÅTPbJ3�lÅ"L<x}F

)

v ú �

~x 7→ f [~x] ~x′, y 7→ g[~x′, y]

~x, ~x′, ψ 7→ g
[
~x′, ψ

(
f [~x]

)] (⇒` È`{5Ó.Ó.�QL�Êe{5xyL�ÅTP
)

~x, y 7→ f [~x, y]

~x 7→ λy · f [~x, y]
(`⇒ È

λ
ýO{5Ç.wlx}��{GÊÎx}LQÅTP

)

�>5`�n�?�Ù��� �p���������^�Ó�� V¢JÔz¡V¦��7� ¸´é0�í¤��Vé[�y�����J�5���p���������^�Ó�� V¢� �Ôy¦Xª7�Q£
ª ��ª �lª��
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��Pb{GÇ=ÅTH3x}L<x�{5H¯Ó`{G�}{TJ3LQÉTz:F�J3F�òncy[y¶·c}ð�KwKêðGóZY�[�IwÆz[�ICW?óZY�[�I�ICGPO�OQG�È3�QFIw�Ê?Å"H.Ó.H3�yFIw�wyÅTPVx�Ê?Å�J�~IFIw�Ó`{5�µ�B{

WX[�K�ò�[0ôJYcóbY\[�IìJ3FIw�þ7ÅTPKÊÎxyL�ÅTP.we�C��ØíFL�3~eÊ?H�x}LQÅ"P v ��ØÙ~I�QLQz:LQP`{5xyL�ÅTPãJ3FIw�Ê?Å"H3Ó.H.�yFIw���ÊTØíFIwlxNO�T _LãTð·O¦ñ`ðGóbY\[�IbJ3FIw�þXÅ"PKÊ�ý
x}LQÅTP.weÄ

�2FìÓ`{5��{GJ3L�ÉTz:FbJ3FbÓ.�lÅ"ÉT��{5z:zt{0x}LQÅTP þXÅ"PKÊ�x}LQÅ"P.P.F?���QFYÊ?Å"P�x}��{5wlx}FY{I��FeÊ¯�QFbÓ`{5��{GJ3LQÉ"z:FbJ3Å"z(L�P`{5PVxoJ3F
Ó.�yÅTÉT��{5z:zt{0x}LQÅ"PËY¸K�ò�_Lc}ðGóZY¸ã·G��VH.L$H3xyLQ��LQwyF�J3FIw×LQP.wlx}�yHKÊÎxyLQÅ"P.w�Ê?ÅTz:z:F����
	 v Å"H�î��=�ALQPKJ3L��VH`{5PVx ��F?wµ{TÊ�x}FIw�ë
FzÈ$FeÊÎx}H3FI� v L�Ê?L��KFzÈC{TÊ?FI�µH.Pb�lFIÉTL�wlx}�lF0�ÎÄIÄIÄK�À�&J3LµÈ$ÖI�yFÂ{5H.w}wyL2J3F��X{ÂòncX[V¶·c�ð�KwKêðGóZY\[�I OQ[y¶�Y\dÎñ°GÎ�KÅ�ÞìÅ"PbÊ�|.F?�}Ê�|.F
J3FIw:Ó.�yFIH���FIw:w�{GP.wêÊ?ÅTH.Ó.H.�yFIw:Ó=Å"H3�ê�VH.F¯��ØÙFIwyÓ`{GÊ?FbJ�F¯�yFeÊ�|.FI�yÊ�|.F¯wyÅ"L<xê�}{GLQwyÅ"P3P`{GÇ.�QFIz:F?PVxt�QLQz:L<x}~"�
{5�QÅ"�lw
�VH.F�JK{GP.w��X{�òncy[y¶·c}ð�KwKêðGóZY�[�IgÆP[�ICW?óbY\[�I�IEGPO¸OQG?�3ÅTP¯Ó`{5�lx�JCØíH.P.F�Ó.�lFIH3��F v {I��FeÊ�J3FIw�Ê?ÅTH.Ó.H.�lFIw�� Ê?ÅTP.w}L�J3~I�l~IF
Ê?ÅTz:z:F³H.P Ó.�yÅTÉ"�}{Gz:z(F¯�VH.L�weØÙFL��~eÊ?H3x}FI�}{GL<x:Ó`{G�(~I�QLQz:LQP`{5xyL�ÅTP�J3FIwêÊ?ÅTH.Ó.H.�yF?wìÈ�JK{GP.w(��F³Ó.�yFIz(L�FI�:Êe{5we�
�QF î�ð5ñ[ò$ócôeðGóXõqÉ�{5��{5PVx}L<xì�VH9ØÙÅTPùP.F,Ó=FI�}J �yLQFIP FIPù��LQz:L<x�{5PVx¯��ØÙFIwyÓ`{GÊ?FãJ3F,�lFeÊ�|.FI�yÊ�|.F"��JK{5P.w¯�QF,wyFeÊ?ÅTPKJ
Êe{5wÂL��
É�{G�}{GPVxyL<xö�VH.Ft�QFtÓ.�lÅ"ÉT��{5z:z:FêweØ¦{5�y�VlÎx}FI��{�Ä&�À�
w[Ø�{GÉTL<xï�BëìJ3FoJ3FIH��RÓ=ÅTwlx}~I�yL<x}~?wÂÇ.L�FIP J3LQwlx}LQPKÊÎx}F?wöJ3H
î�ð5ñ[ò$ócôeðGóXõ�] ' Ä

�D{�Ó.�yÅTÉ"�}{Gz(zt{5xyL�ÅTPêþ7ÅTPKÊÎx}LQÅTP.P.FI�Q��F�FIwlx�z:LQwyF�FIPo{5Ó.Ó.��L�Êe{0x}LQÅ"PoJK{5P.w×J3F?w�wl� x}Ö?z:FIw�Ê?Å"z(z:F�
�ñ��+ó��áï����
F?xÂJK{GP.w��QFï½oÊe{5�BÊ?H3�×J3F?wïÊ?ÅTP.wlx}�lHKÊÎx}LQÅ"P3w�ÁtJ3Fu��Å���H`{GPKJ ¹t��Å��VHK{GPKJì{GPKJ´��H.F?xe�9�IS"ÕTÕ·»�È2ÅTPgJ3~Iz:ÅTPVxy�yF
O�T GVU�YXôÎó`GLIEWXGoJCØíH.P.F*wyÅ"�QH3xyL�ÅTP ëgH.P Ó.�yÅTÇ.��Ö?z:F"�×F?xqÅ"P x}��{5P.wyþ7ÅT�yz:FY�B{ J3~Iz(Å"P.wlx}�}{5xyL�ÅTP FIP {5�QÉ"ÅT�yL<x}|.z(F
J3F:Êe{5��Ê?H.���9�VH3LÜ�T{qP.ÅTH.w�ÆP[5ñ7cLI*Y¸c�H.P.F(wyÅ"�QH3x}LQÅTP v �"Å"LQ�yFïx}ÅTH3x}FIw��ÎÄ9ûÜ{5��FL�3FIz:Ó.�QF"��w}ÅTL<x

P
��ØÙF?P.w}F?zïÇ.�QFêJ�FIw

P.ÅTzïÇ.�yF?wµÓ.�yFIz:LQFI�lw5qKÊ?ÅTP.wyL�J3~I�yÅTP.w���Øí~IP.ÅTPKÊ?~�ÉT~IP.~I��{5�9F?x[�.Ê?�B{GwywyL��VH.FIz:FIP�x[�3x�{5H3x}ÅT�QÅ"ÉTL��VH.FêÈ
∀n n ∈ P∨∃m(m /∈ {1, n}∧m|n)

Ä v
m|n wyLQÉ"P.LµkKFµ�VH.F

m
J3LQ� L�wyF

n
Ä¦�]ûÜ{5��Ê?ÅTH.Ó.H.�yF�ÅTP(FIPïx}LQ�yF ��Øí~IP.ÅTPKÊ?~

Ó`{5�lx}L�Ê?H.�QLQFI�oÈ
N0 ∈ P ∨ ∃m(m /∈ {1, N0} ∧ m|N0)

Ä
N0

FIwlxÂ��ØíFIPVxy�y~IF"Ä&�AØÙ~I�QL�z(L�P`{0x}LQÅTP J3F?wöÊÎÅ"H.Ó.H.�lFIw
Ê?ÅTPKJ3H.L<x�ëï��ØÙ~IP.ÅTPKÊ?~êÈ

N0 ∈ P
Å"H¯Ç.LQFIP¯þ7Å"H3�yP.L<x�H.PìJ3LQ� L�wyFIH.�

m
J3F

N0

Ä
�
Ø�{I�"{5PVx�{5ÉTFÂJ3FÂÊ?F?xyxyF�z:~?x}|3Å�J3F�FIwlx�~?��L�J3FIz:z:FIP�x��VH9ØíFI�Q��F�Ó.�lÅ�J3H.L<x�J3FIw�Ó.�yÅTÉT��{5z:z:FIwµòncy[5ñ7ã�_�ôwWX[�cLx

cyGXW?ócôÎ�KÓ.H.LQw}�VH.FÂLQwywyH.w�J�FïJ3~Iz(Å"P.wlxy��{0x}LQÅ"P.w�zt{0x}|.~Izê{5xyLB�VH.F?w5�$�Y{5L�w�w�{:z:LQwyF�FIPSâ�H3���lF"�=�VH`{5PKJìFI�Q��F�FIwlx
Ó=ÅTw}wyLQÇ.�QF"�.FIwlx�J3~?��L�Êe{0x}F³q`{5L�P3w}L��3��FIw�Ó.�yÅTÉT��{5z:z:FIw�Å"Ç�x}FIP H.w�w}ÅTPVx���{5�yFIz:FIP�xµFz½êÊe{TÊ?F?w�È3wyL3NOF�J3~?z:Å"P�x}�yF��B{
Ê?ÅTP.P.FL�3L<x}~tJ3Fê�B{´|.��{5PKÊ?FtÊ?ÅTPVx}LQP.FIP�x�{G�QFêÓ`{G���QFêþ {5LQxÂ�VH9ØÙFI�Q�QFêFIwyx�~?xyÅ"LQ�Q~IFtÓ`{5���}{GÓ3Ó$ÅT�lxïëìûÜ{5�yLQwe�2�QFêÓ.�lÅGý
ÉT��{5z:z:F��VH.F�NÎØÙÅTÇ3x}LQFIP.w�FIwlx��QF��y~IwyF[{5H*�3�<�Ä| �VH.F�P.ÅTH.w�Ê?Å"P3P`{GLQwywyÅ"P.weÄIÄIÄ=	�LQFIPìP.F��lFIz:Ó.�B{GÊ?F�H.P.F�� ��{5L�F
L�J3~IFµ{5�QÉ"ÅT�yL<x}|.z(LB��H.F F?x
EGF[{5P�ý��9Å"H.LQw����lLQ� L�P.F"�5P.ÅGx�{5z:z:FIP�x[�G{�J3ÅTPKÊ�Ó.�yÅTÓ=Å"wy~ J3F×Ó`{G��x}LQ�ÜJCØíH.P:{5�QÉ"ÅT�yL<x}|.z(F
ÅTÇ3x}FIP H:{GHÏÆPGXGPO^Y¸I�¶T�GÓ.H.LQwAJ�F�Rv_LKN[�I`óZcyGLcD�VH9ØíL��3�l~IÓ=Å"PKJ:ë��X{���H.FIwlx}LQÅ"P9�GF?xAJCØ�{GÓ.Ó.�QL��VH.FI�
{5�QÅ"�lw��X{�J3~Izt{5�}Ê�|.F
Ê?L ý�J3FIwyw}H3w¾ÍuWXG?ó�ó`G�òncyGÎñ7ã�G?ÄK�2F

λ
ý�xyFI�yz:FÏkKP`{5�2FIwlx�H.P.F�wyÅ"��x}F�J�F�Ê?Å"z(Ó.L��B{0x}LQÅ"PbÊ?FI�lxyLQkK~IF�J3F���Ø¦{5�QÉ"ÅT�yL<x}|.z(F

J3F�J3~IÓ`{5�lx[Ä`EGF�P.F��T{GLQwµÓ`{5wµzìØí~?x}FIP.J3�yF�JK{I�"{5PVx�{GÉTF�wyH.�µÊ?FIw��VH3FIwyxyL�ÅTP.weÄ v ûDÅTH.�µÊÎFIH��¯�VH.L$��Å"H.J3��{5L�FIP�x�FIP
w�{I��Å"LQ��Ó.��H3w�wyH.���QFIw���LQFIP.w�F?PVx}�lF(�QF:�B{5zïÇ$JK{[ýOÊI{G��Ê?H.�ÜxO� Ó=~(F?x��B{oxy|.~IÅ"�lL�F:J3F(�B{³J3~?z:Å"P.wlxy��{0x}LQÅ"P9�9Ê?þ�ÄCÓ`{5�
FL�3FIz(Ó.��FN¹�Ú�L��}{G�yJ³F?x�{5��ÄQ�9�IS"STá·»�Ä �

� � ¬ �q¬�¸  »D° ±q°µ´��·��� � ¸]¹z���³´
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λ
ý�Êe{G��Ê?H.�2x���Ó=~"�${5HK�VH.F?�DP.ÅTH.w���{Gz(ÖIP.F���ØÙLQw}ÅTz:ÅT�yÓ.|.LQwyz:FÂJ3Fw�×H.�l�l�Vý���Å	�µ{G�yJC�KP9ØÙFIwlx��VHCØÙH.PYÊe{G��Ê?H.�

þ7ÅTPKÊÎx}LQÅTP.P.FI��ÆP[�cJKeGPO]È2L��
P9Ø¦{¯Ó`{5wïJCØ¦{5w}wyLQwyF WX[�ICWLc��?ó`G?�9wyH.�Â�B{G�VH.FI�Q��Ft��ØíL�PVxyH.L<x}LQÅ"PgÓ.H.LQwyw}Fê���}{GLQz:FIP�x({I��ÅTLQ�
Ó.�yLQwyF"Ä[���V{�Ç.LQFIP�H.P.F
LQPVx}F?�yÓ.�y~?x�{5xyLQÅ"P�F?P.w}F?zïÇ.�QL�wlxyF"�[zt{5LQw&FI�Q�QF
þ {GL<x&L�P�x}FI����FIP.LQ�DJ3F?w&FIP.wyFIzïÇ.�QFIw&z:ÅTP.wlx}�lH.FIH��
w�{GP.wµ�}{GÓ.Ó=ÅT�lx�{I��FIÊ���ØÙL�J3~IF�wyÅ"H.w�ýBNl{GÊ?FIPVxyF"Ä

��P {ìFIwyw�{I��~"�DJ3ÖIwï��FIw({GP3P.~IFIw
1960

v xy��{I�T{GH�� J�Fì��ÊÎÅTxlxöF?x(JCØ����ywy|.Å[� È&�"Å"LQ�ïF"ÄíÉKÄ�¹¦��Ê?ÅGxyx[�C�ISVU ú »c���
J3FöJ3LQz:LQP H.FI���B{êx�{5LQ���QF(J3F?w�LQPVxyFI�yÓ.�y~Îx�{0x}LQÅ"P.w&F FIPWÓK{G��x}L�Ê?H.��LQFI��Ê?FI�Q��FöJ3Fï��ØíFIwyÓ`{TÊ?FöJ3Fïþ7ÅTPKÊÎx}LQÅTP.w

BA ��H.L
�y~IÓ=ÅTPKJbJ3F���ØÙLQz:Ó.�QL�Êe{5xyL�ÅTPY�QÅTÉ"L��VH.F"Ä=�AØíLBJ�~IF�~?x�{5LQx�J3F�zÂH.P.LQ���QFIw�FIwyÓ`{GÊ?FIw�J�ØÙH.P.F�wlx}�lHKÊÎx}H.�lF�xyÅ"Ó=ÅT�QÅ"ÉTLB��H.F"�
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J3Fbþc{�r?ÅTP ëãÊ?ÅTP.wyLBJ3~I�lFI�tP.ÅTP Ó.�QH.wYó`[5ñ�ó`G�ôb��F?wtþ7Å"P.ÊÎx}LQÅ"P.woJ3F
A

JK{5P.w
B
�Azt{5L�w:x}ÅTH3x}FIwt�QFIwtþ7ÅTPKÊÎxyL�ÅTP.w

WX[�IKóZY¸IKñ�G�ôÎÄ°��F�xO��Ó=F�JCØíL�PVxyFI�yÓ.�l~?x�{0x}LQÅTPb{ï�y~?H.wyw}L2ëÂwyL�z:Ó3��LµkKFI����Ø¦{5Ó.Ó.�yÅ Ê�|.F"�.zê{GLQwµÊ?F�P.F�þ7H3xµ�VH9ØíH.PìJ3FIz(L<ý
wyHKÊIÊ?ÖIwe�9Êe{5��Ê?Å"z:z(Fö��ÅTH.w��QF(w�{I�"FIß:wVÇ.�lFIz:FIPVxe�CLQ�Ü�,{qÓ.�QH.wyL�F?H.�yw�x}ÅTÓ=Å"�QÅTÉ"LQFIw�Ó=ÅTwywyL�Ç.�QFIw�wyH.��H.P,FIwyÓ`{TÊÎF
J3FêþXÅ"PKÊ�x}LQÅ"P.wÏF Ó`{5��FL��FIz:Ó.�QFtÊ?ÅTPV��FI�lÉ"F?PKÊ?Fêw}LQz:Ó.�QF"�2Ê?Å"P���FI�yÉTFIPKÊ?FêH.P.LQþ7ÅT�yz(FJF F?xö��Ê?ÅGxyx�P.FêÓ=FIH3x���F?w
þ {5LQ�yFïÊ?ÅGÆ�PKÊ?L�J3FI����H9Ø¦{5HYz:Å[��FIPYJCØ¦{GÊ?�yÅTÇ`{0x}LQFIw��VH.L2��ÅTPVx�ëê��ØíFIPKÊ?Å"P�x}�yFïJ3FÂ��ØÙF?w}Ó.�lLQx�J3FÂ�B{:xyÅ"Ó=ÅT��ÅTÉTL�FoÈ=Ó`{5�
FL�3FIz(Ó.��F¯��FIwêF?w}Ó`{GÊ?FIwêP.F¯�"~I�yLµkKFIPVxêÓ`{5wê�X{WÓ.�lÅ"Ó.�lL�~?xy~bJ3Fìwy~IÓ`{5��{0x}LQÅTP J�FË��{5H.w}J3Å"��ÈÜ�Üx}ÅTH3x}F¯þ7ÅTPKÊÎx}LQÅTP
wy~IÓ`{5�y~Iz:FIP�x�Ê?ÅTPVx}LQP H.F�FIPìJ3FIH��q�T{G�yLB{5Ç.�QFIw�FIwlx�Ê?ÅTPVxyL�P H3F"ÄeÄIÄ

ûDÅTH.���lFIz:~eJ3LQFI��{GH7�*�QLQz:L<x�{0x}LQÅ"P.w�J3Fö��Ø�{GÓ.Ó.�lÅ�Ê�|3FöxyÅ"Ó=ÅT�QÅ"ÉTL��VH.F(ÅTPã{oÊ}|.FI�}Ê}|.~(JCØ¦{5H3x}�lFIw�wlx}�yH.ÊÎx}H.�lFIw[Ä
EGF��T{GLQw���ÅTH.w×Ó`{5�y�QFI�×L�Ê?L�JCØíH.P.F�LQPVx}F?�yÓ.�y~?x�{5xyLQÅ"Po�QL�P.~[{5LQ�yF³q Ó=Å"H.�2k$�3FI����FIw×L�J3~IFIw×Å"PqÊÎÅ"z:z(FIPKÊ?FI��{�Ó`{5� J3F?w
FIwyÓ`{GÊ?FIw���FeÊ�x}ÅT�yLQFI��w v Ê?Å"z(Ó.��FL��FIw���J3FêJ�L�z:F?P.w}LQÅTP kKP.LQF:Ó=ÅTH.��~?��L<x}FI��xyÅ"H3x�Ó.�yÅTÇ.��ÖIz(F"Ä&� H.Ó.Ó=Å"wyÅTP.w�J3Å"P.Ê
�VH.F���F?w�þXÅ"�lzïH.�QFIw

A,B,C . . .
�yFIÓ.�l~IwyFIPVx}F?PVx�FIPYþ {5L<x�J3F�xyFI�Qw�FIwyÓ`{TÊÎFIw���FeÊÎx}ÅT�yLQFI�Qw5q`H.P.FïJ3~Iz:ÅTP.wlx}�}{5xyL�ÅTP

J3HYwy~e�VH.FIPVx ` C J3F?� L�FIP�x�{G�QÅT�yw�H.Pb��FeÊÎxyFIH.��J3FÂ��ØÙFIwyÓ`{GÊ?F
C
�`H.P.FïJ3~Iz:ÅTP.wlx}��{0x}LQÅTPWJ�H*wy~e��H.FIPVx

B ` CJ3F?��LQFIPVx H.P.F�{5Ó.Ó.�QL�Êe{5xyL�ÅTP³�QLQP.~[{5L��lF�J3F
B

JK{5P.w
C
� F?x FIPqÉT~IP.~I�}{G�$H.Pqwy~e�VH3FIPVx�J3F?��LQFIPVx�H.P.F�{5Ó.Ó.��L�Êe{0x}LQÅTP

zïH.�<x}LQ�QLQP.~[{GLQ�yFT� FTÄÙÉ.Ä���H.P.F�J3~Iz(Å"P.wlxy��{5xyLQÅ"PoJ3F
A,B ` C FIwyx�H.P.F�{GÓ.Ó.�QL�Êe{0x}LQÅ"PtÇ.L��QLQP.~[{5L��lF�J3F

A×B JK{5P.w
C
Ä$�×F?xlx}F�LQPVxyFI�yÓ.�l~?x�{0x}LQÅ"P³{GÊIÊ?FIÓ3xyF��QF�ÉT�yÅTH.Ó=F�LBJ3F?PVx}L<x}~ v þXÅ"PKÊ�x}LQÅ"PoL�J3FIPVx}L<x}~T��Ê?ÅTz:Ó=ÅTw}L<x}LQÅTP³J�Ø¦{5Ó.Ó.��L�Êe{0x}LQÅ"P

zïH.�<x}LQ�QLQP.~[{GLQ�yF?wÎ��Ä"���Q�QFµ{TÊ?Ê?FIÓ3x}Fµ{5H.wyw}L �X{��lÖIÉ"�QF�JCØí~eÊ�|`{5P.É"F³qGÓ`{5�ÜÊ?Å"P�x}�yF×FI�Q�QF FIwlxÜ�y~?x}L<��F�ë���Ø¦{�ÈC{GLQÇ.�QL�wywyFIz:FIP�x
F?x
ë��B{�Ê?Å"P�x}��{GÊÎx}LQÅTP¯ÈG��Ø�{�ÈC{5L�Ç3��LQwyw}F?z:FIPVxALQPVx}�lÅ�J3H.L<xAJ3FIw�þ7ÅTPKÊÎx}LQÅTP.w
{�½:P.FIwe�TFTÄÙÉ.Ä��

f(x) = y0
x�{5PKJ3L�wA��H.F��B{

Ê?ÅTPVx}�}{TÊÎxyL�ÅTP(LQPVx}�yÅ J3H.L<x
J3FIw�þ7ÅTPKÊÎxyL�ÅTP.w
�VH`{GJ3��{0x}L��VH.F?w[�TFTÄÙÉ.Ä��"ë�ÓK{G��x}LQ�AJ3F
f(x, y) = x.y

J3F
C×C JK{GP3w

CFI�Q��F�ÊÎÅ"P.wlx}�lH.L<x
f(x) = x2 J3F

C
JK{5P.w

C
�VH.L`P9ØíFIwyx�ÓK{Gw�Ó.�l~eÊ?L�wy~Iz(FIPVx���LQP.~[{5LQ�yF³���*{5LQw�Å"H.Ç.�QLQÅ"P.w×Ê?F�J3~?x�{GLQ�

F?xA�l~IwyL�ÉTP.ÅTP.w�ý�P3Å"H.wAÓ=ÅTH.���QF�z:Å"z(FIPVx
ë�PCØÙLQPVx}FI�lÓ.�y~?xyFI�A�VH9ØíH.P(z:Å"�yÊ?F[{5H:J3F���ÅTÉTLB�VH3Fµw�{GP3w�{�È9{5LQÇ.��LQwywyFIz:FIPVx
P.L2Ê?ÅTPVxy��{GÊÎx}LQÅ"PC�KÊ?F���H.F�P.Å"H.w�{GÓ3Ó$F?���QFI�yÅTP.w�OQ[y¶�Y\dÎñ°G�O^Y¸IC_�ð�Y¸cXG�Ó=ÅTH.��J3FIwµ��{5LQw}ÅTP.w�~Î��LBJ�FIPVx}FIweÄ

¼ H.F:J3F?��LQFIPVx���ØíL�z(Ó.��L�Êe{0x}LQÅTP�Ït�Ü���QF:J3F?� L�FIP�x���ØÙFIwyÓ`{GÊ?F:J3FIw�þ7ÅTPKÊÎx}LQÅTP.w���LQP.~[{5L��lFIw�J3F
A

JK{GP3w
B
�K½:FIP

x�{5PVxA��H9ØÙFIwyÓ`{GÊ?F ��FIÊÎx}ÅT�yLQFI�VÁ"�TÊ?F��VH.F�P3Å"H.wÜP.ÅTxyFI�yÅTP.w
A−◦B v LQz:Ó.�QL�Êe{5xyL�ÅTP´OtY¸IC_}ð�Y¸cyG5��ÈG�QFµÊ�|K{GP.ÉTFIz:FIPVxAJ3F

P.ÅGx�{0x}LQÅ"P:P.ÅTH.w
�}{GÓ.Ó=F?���QF��VHCØÙLQ�.�:{�FIP:Ó.�QH.w�J�FIwAþ7Å"P.ÊÎx}LQÅ"P.w�{�½:P.FIwe���VH`{GJ3��{0x}L��VH.FIwe�"F?x}ÊTÄ�JK{5P.wA�X{µ½µ���}{GLQF×Á
LQz:Ó.�QLBÊe{0x}LQÅTP

A⇒ B
Ä.�9FIw��lÖIÉT��FIwµ��ÅTÉTLB��H.FIw�J3F���ØíL�z(Ó.��L�Êe{0x}LQÅ"P¯w}ÅTPVxµ�T{5��L�J3~IFIwµÓ`{G�µÊ?F?xyxyF�LQPVx}F?�yÓ.�y~Îx�{0x}LQÅ"P9Ä

�
FIP3Å"P.w�ýÀFIP*ë(�X{:Ê?ÅTPTNOÅTPKÊÎx}LQÅTPáq`��F?w�FIwyÓ`{GÊ?FIw���FeÊÎxyÅ"�yLQFI�Qw�P.Å"H.w�Å·È��lFIPVx�FIPbþ {5L<x�J3FIH��bÊ?ÅTPTNOÅTPKÊÎxyL�ÅTP.we�$ë
w�{I��Å"LQ�Ü�B{�w}ÅTz:z:F J3L��lFeÊÎx}FµJ�ØÙFIwyÓ`{GÊ?FIwÜ��FeÊÎxyÅ"�yLQFI�Qwe�"��H.F�P.ÅTH.w�P.ÅGx}FI�lÅ"P.w

A&B
v
A

ð�ã�GXW
B
� v J3FµJ�L�z:F?P.w}LQÅTP

dim(A) + dim(B)
� F?x���F�Ó.�yÅ J3H.LQx�x}FIP.wyÅT�yLQFI���=�VH.F�P.ÅTH.w�P.ÅGx}FI�lÅ"P.w

A⊗ B v
A
Æz[�YXô

B
� v J3F�J3L�z:F?P.w}LQÅTP

dim(A). dim(B)
��ÄE�×FIw�J3F?H��bLQPVxyFI�yÓ.�l~?x�{0x}LQÅ"P.w��T{G�QL�J3FIPVx��QFIw��yÖIÉT�QFIw�J3F��B{êÊ?ÅTPTNOÅTPKÊÎxyL�ÅTP9�`Ó=Å"H.����HYJCØ¤l?xy�yF

wyÅ"LQÉTP.FIH��¯�VH`{GP�x�ëö�B{öÉTFIwlx}LQÅ"PìJ3HìÊ?ÅTPVx}FL� x}F"�3�"Å"LQ�ÐY�I�ÆXc}ðGÄ
��F�Ó.�QH.w�H.P.F�P.ÅTH3��FI�Q�QF�ÅTÓ=~I��{0x}LQÅTPb{5Ó.Ó`{5��{�h�xe�3�X{eIC_¬¶Vð5óZY\[�I�OtY¸IE_�ð�Y¸cyG

A⊥
�3�VH.LCÊ?Å"�l�yFIwyÓ=Å"P.JìëÂ��ØÙFIwyÓ`{GÊ?F

J3H`{5�oqVw�{�Ó.�lL�PKÊ?LQÓ`{5�QF���H`{G�QL<x}~�F?wyx×JCØ¤l?xy�yF�LQPV��ÅT�QH3x}L<��F"Ä��ÜPoÓK{G��x}L�Ê?H.��LQFI�I��Ê�|`{G�VH.F�ÅTÓ=~I��{0x}LQÅ"Pt��ÅTÉTLB�VH3F�L�PKJ�H.LQx
H.P.F�Å"Ó=~I�}{5xyL�ÅTPìJ3H`{5�QF"�`{5LQP.wyLCÅ"P¯J3~zkKP.L<xµ�X{öJ3LQw�NOÅTPKÊÎx}LQÅTP³òCO�ñ ô�{5H¯z(Å0�"FIP¯J3F

A⊕B = (A⊥ &B⊥)⊥
��F?x

�B{(J3LQw�N�Å"PKÊ�x}LQÅ"P³òKð�c({GH¯z:Å[��FIP¯J3F
A � B = (A⊥ ⊗B⊥)⊥

Ä
� ����{5L�J3LQ�yF¯xyÅ"H3xere{,P9ØíFIwyxt�VH9Ø¦ëWz:ÅTLQxyL�~bÊ?ÅTPV�T{GLQPKÊe{5PVxe��Êe{5�êP.ÅGx}�lFìFL�3Ó.�QLBÊI{5xyL�ÅTP LBJ3FIP�x}LµkKFYÊ}|`{T�VH3F

ÅTÓ=~I��{0x}LQÅ"PbëöwyÅTPbJ3H`{5��Än�×FI�B{(J3FÎ��L�F?PVx�Ó.��H3w�w�{5xyL�wyþ {5LQw�{GPVx�wyLCÅ"Pb{5NOÅTH3x}F��QFIw�Ê?Å"P�x}��{5LQPVx}FIwµw}H3LQ�T{5PVx}FIw�È
¹ ��P:Ê?ÅTP.wyL�J3ÖI�yF�J3FIw�FIwyÓ`{TÊÎFIwAP.ÅT�yz:~Iw v FIwyÓ`{GÊ?FIw
J�F�� {5P`{GÊ�|=�Eq"Ê?FI�B{�wyH$½(x�ë�J�LQÈ$~I�yF?PKÊ?L�F?�A��F?wAFIwyÓ`{GÊ?FIw
J�F*�QFIH.�yw³J3H`{5H��CÄ×��L�P.wyL����X{gÊ?ÅTPTNOÅTPKÊÎx}LQÅTP

A & B
FIwlxqzïH.P.LQF*J3F*�B{gP.ÅT�yz(F

`∞
È ‖x + y‖ =

sup(‖x‖, ‖y‖) �Dx�{5PKJ3LQwê��H.F³�X{WJ�L�w�NOÅTPKÊÎxyL�ÅTP
A ⊕ B

FIwlx(zïH.P.LQF¯J3F³�B{*P.ÅT�yz:F
`1 È ‖x + y‖ =

‖x‖+ ‖y‖ Ä¹ � Êe{5H.wyF�J3FIw�þXÅ"PKÊÎxyL�ÅTP.w�{GP`{5�<� x}L��VH.FIw v ��ÅTLQ�@Y¸I�Æyc�ð ����ÅTP¯J3ÅTLQx�Ó`{GwywyFI�µëïJ3FIw�� {5P`{GÊ�|¯J3F�J3LQz:FIP3w}LQÅTP
LQP$kKP.LQF³q�LQ�Kw}FµÓ=ÅTwyF�J3FIwAÓ.�yÅTÇ.�QÖIz:FIwAxyFeÊ�|.P.L��VH.FIw
�QLQ~Iw×{5Hêþc{GL<x��VH.Fµ��FµÇ.L�J3H`{5�=JCØíH.Pt� {GP`{GÊ�|:FIwlx
��{5�yFÎý
z(FIPVx�~IÉV{5�Dëö��ØíFIwyÓ`{TÊ?F��QH.L<ýÀzml?z:F"�Kzê{GLQw�Å"PìÓ=FIH3x�w�{5P.w�xy�yÅTÓbJ3F�J3Lµ½tÊ?H.�<x}~��y~IwyÅTHKJ3�yF��B{:�VH.FIwlxyL�ÅTP9�
F?Po½�wyÓ=~eÊ?Lµk={5PVx Á���F�J3H`{5��Ä=��P³x}�yÅTH3��F?��{ï��FIw�J3~?x�{5LQ��w�JK{GP.wµ��Ø¦{5�lx}L�Ê?�QFe¹�Ú�LQ��{5�}JC�9�IS"STS·»�Ä

�À�K�lFIwlx}F�ë��y~IÉT��F?�A��F�Êe{5w
J3Fµ��Ø�{�ÈC{5L�Ç3��LQwyw}F?z:FIPVx
F?x�J3Fµ�B{�Ê?ÅTPVxy��{GÊÎx}LQÅ"P9�"�VH.LKLQPVx}�lÅ�J3H.LQwyFIPVx�J3FIw
J3~?Ó$F?PKJK{GPKÊÎFIw
½�Ó=ÅT�Q��P3Å"z:LB{5��FIw
Á³q �B{�þ7ÅT�yz:F��B{�Ó3��H.w×É"~IP.~?��{G�QF�JCØíH.P.F�x}FI�Q�QF�J3~IÓ=FIPKJK{5PKÊ?F�FIwlx�Ê?FI�Q�QF�JCØÙH3P.F�þXÅ"PKÊÎxyL�ÅTP¯{5P`{[ý
�<� x}L��VH.F�Ç=Å"�lP.~IF�J3~zkKP.LQF�wyH.��H.P.F�Ç$ÅTH.�QF�ÅTH3��FI�lxyF�J3F���{I��ÅTP

1
�VF?x ÊTØÙF?wyx JCØ�{GLQ�Q��F?H.�yw�{GLQP.wyL$�VH9Ø¦{5Ó.Ó`{5��{5L�wywyFIPVx

ÌTá



�QFIw(F?w}Ó`{GÊ?FIw(J3F³J3L�z(FIP.wyL�ÅTP L�P$kKP3L�F"ÄA��P {YJ3Å"PKÊqJ3FIH�� P3ÅTx}LQÅTP.w:JCØíL�z(Ó.��L�Êe{0x}LQÅ"PC�
A ⇒ B

F?x
A −◦ B �

�VH.Fqþc{GLQ�yF&Ïì��P3FqxyFeÊ�|.P.L��VH.Fqwlx�{5PKJK{5�}J J3Fq�QL�P.~[{5�yLQw�{0x}LQÅ"P P.ÅTH.wöÓ=FI�yz:F?x(JCØÙFL�3Ó3�yLQz:FI�
A ⇒ B

Ê?ÅTz:z:F
H.PbFIwyÓ`{TÊÎFïJ3F�þ7ÅTPKÊÎxyL�ÅTP.w��QL�P3~[{GLQ�yFIw�ò�[0ñ�cJã[ñ RoGmWJa.ð�I�¶�GLc�O�T G�ôÀòKðoWXGzx�ô	[5ñ7cXWXG?Ä=��ÅTP.P.Å"P.w�H.PbFL�3FIz:Ó.�QFtÈ`H.P.F
þ7ÅTPKÊÎx}LQÅTP {5P`{5�Q� xyLB��H.F³JCØíH.P.Ft�T{G�lLX{5Ç.�QFqwyFqJ3~?�"FI�QÅ"Ó.Ó=F¯{5Hg��ÅTLQwyL�P`{5É"FqJ3Fo��ØÙÅT�yLQÉTL�P.FoFIP

f(z) =
∑
anz

n Ä
� L
FI�Q�QFtFIwlxïJ3~zkKP.LQFtÓ=ÅTH.��x}ÅTH3x

z
J3Fêz:Å J3H.��F

< 1
�9Å"PRÓ=FIH3xÂFIwyw�{e�"FI�ÂJ3FtJ3~zkKP.LQ��H.P.Ftþ7ÅTPKÊÎxyL�ÅTP

F
wyH.�

��ØÙFIwyÓ`{GÊ?FtJ3FIw�wyH.L<x}FIw
Z = (z0, z1, z2, . . . )

J3FêP.ÅTzïÇ.�lFIwÂÊ?ÅTz:Ó.�QFL�3FIwï{5HRz:Å[��FIPRJ3F
F (Z) =

∑
anzn

q
Ê?F?xlx}FöJ3~zkKP.L<x}LQÅ"Pã{tH.P*wyFIP.w�Ó=ÅTH.����FIw�w}H.L<x}F?w

z = (1, z, z2, . . . )
v |z| < 1

�Î�$ÅTPã{o{G�QÅ"�lw
F (z) = f(z)

q
FI�Q��FqweØÙ~?xyFIPKJ P`{0x}H3�yFI�Q��F?z:FIPVxêëY��ØÙF?w}ÓK{TÊ?Fo��FeÊÎxyÅ"�lL�FI� FIP3É"FIPKJ3�l~³Ó`{5�ö�QFIw

z
v |z| < 1

�ÎÄ���F?x(FIwyÓ`{GÊ?F³Ó=FIH3x
l?x}�lF�P`{0x}H.�yF?���QFIz:FIP�x�zÂH.P.L$JCØÙH.P.F�P.ÅT�yz:F"�VF?x ÅTPqÊ?Å"P.wyL�J3ÖI�yF�w}ÅTPqÊ?ÅTz:Ó.�Q~?x}~

!A
v �QL��lFµ½�Ç.L�F?PqwVÇ.�AÁ[��È�ÊGØÙFIwlx

wyH.��Ê?F?x�F?w}Ó`{GÊ?F:��H.F
F

FIwlx�J3~zkKP3L�FÎx��X{qÊÎÅ"P.wlx}�lHKÊÎx}LQÅTP,FIwlx�Ó`{5�yþ {5L<x}FIz:FIP�x�É"~IP.~?��{G�QF"Ä�� x}ÅTH3x}Föþ7ÅTPKÊÎx}LQÅTP
{5P`{G�<� xyLB�VH3F

f
Ê?Å"�l�yFIwyÓ=ÅTPKJìH.P.F�þXÅ"PKÊÎxyL�ÅTPì��LQP.~[{5L��lF�Ç=ÅT�yP.~IF

F
F?x��y~eÊ?LQÓ.�yÅ �VH.FIz:F?PVxÂÈK�QFIw×½ÂÊ?ÅVFz½tÊÎL�FIP�x}w�Á

wyÅ"P�xµ��F?wµzmlIz:FIwe��w}F?H.�9�QF�J3Å"zê{GLQP.F�Ê}|`{GP.ÉTF"Ä`��Pb{({5LQP.w}L
A⇒ B ' (!A)−◦B q3�B{ïP.Å"H3�"FI�Q��F�ÅTÓ=~I��{0x}LQÅTP

!A
{öH.PìJ3H`{5�

?A
v ��LQ�yF�½�Ó=ÅTH.�}��H.Å"L9Ó`{5w Á[�ÎÄ

��H3x}�yF³�QFIw(FIwyÓ`{GÊ?FIwêJ3Fì�×{GP`{GÊ�| Ê?ÅT|.~I�yFIPVxywS¹�Ú�LQ��{5�}JC�C�eSTS"S·»ªF LQPVx}FI�lÓ.�y~?x�{5xyL�ÅTP�{GwywyFIßqx�{G�}J�LQ�"FJF �ÜLQ�
� {RJCØ¦{5H3x}�lFIwtxO��Ó=FIwoJCØÙFIwyÓ`{GÊ?FIwq�QL�P3~[{GLQ�yFIw³J�Å"P.P`{5PVxq�QLQFIH ëã�B{RzmlIz:F*{5P`{G�<��wyF"�×Ê?FI�Q�QFW�VH3L�z:ÖIP.FWëã�B{
�QÅ"ÉTL��VH.F
�QLQP.~[{GLQ�yFT�[z:FIPVxyLQÅ"P.P.ÅTP.w2��FIwÄG�ôÀòKðvWXG�ô�WX[�a*_LcyGLI`ócôÎ�?��ÅTLQ�2F"ÄíÉKÄQ��¹�Ú�L��}{G�yJC�9�IS"Õ�UG{�»À�I��FIw³a���ò*GLcXWX[�a*_LcyGLICWXG�ô
¹��Ü|.�y|`{5�}JC�C�eSTS�M�»ÀÄ

����¿ ��+ÂDE �;�DCA<;¾3&+54 4�%5ÃÄA.+
,ª!$4 ;�)�,.%� 2)�($+

�2F?w�P.ÅTH3��Fe{GH3xy~Iw��VH.FÂP.ÅTH.w���FIP.ÅTP.w�J3FïJ3~IÊ?Å"H3� �yLQ��F �yFIþ7H3w�J3FÂ��Ø¦{�È9{5LQÇ.��LQwywyFIz:FIPVx�FÎx�J3FÂ�B{êÊ?ÅTPVx}��{GÊ�ý
x}LQÅTPYFIPìx�{5PVx��VH.F��yÖ?É"�QFIw�wlx}�yHKÊ�x}H.�yFI�Q�QFIw�F �=P3Å"H3�"F[{GH��bÊ?ÅTP.P.FeÊÎx}F?H.�yweÄIÄeÄ${5z:ÖIP.FIP�x�ëê�B{SOQ[y¶�Y\dÎñ°GgOtY¸IC_�ð�Y¸cyG?�
�VH.L�wyFbÓ.�l~IwyFIPVx}FbÊ?Å"z:z(FbH.P Êe{G��Ê?H.��J3F?wtw}~e��H.FIPVx}weÄ���H þ {5LQxoJ3Fb�B{ãÓ.�l~IwyFIPKÊ?FYJCØíH.P.FbP.~IÉV{0x}LQÅTP LQPV�"ÅGý
�QH3x}L<��F"�Ü��FìÊLjTxy~¯ÉV{5HKÊ�|.FìJ3H ` FIwlxê�lFeJ3ÅTPKJK{GP�xbÈÜÅ"P Ó=F?H3xêz:F?xlx}�yFqx}ÅTH3xtëWJ3�yÅTLQxyF"�AÊGØÙFIwlxlýOë[ý�J3L��lF¯~eÊ?�yLQ�yF
` A1

⊥, A2
⊥, . . . , An

⊥,∆
{5Ho��LQFIHqJ3F

A1, A2, . . . , An ` ∆
FùÊÎF���H.L$�lFIPKJo�B{�wl��z:~Îx}�yLQF�FIPVxy�y~IFIw�¥0wyÅ"��x}LQFIw

Ê?ÅTz:Ó.�QÖ?x}FIz(FIPVx�zt{GP.LQþ7F?wyxyF"�$Ó.H.L�w}�VH3F(Ê?Å"P.Ê?��H.wyLQÅTP.w�F?x�|V��Ó=ÅGx}|.ÖIwyFIw�wyÅ"P�x�J3HWzml?z:F(ÊLjTxy~��C��H,Ê?ÅTH.Ó9�$Å"P
P9Ø¦{:zmlIz:FÂÓ.�QH.w�Ç=FIwyÅ"LQPWJ3FÂÓ`{G�l��F?��J3FÂ�X{êP.~?ÉV{0x}LQÅ"PC�$FI�Q��FöJ3LQwyÓ`{5��{�hBx�FIPYx�{GPVx��VH.FöJ3ÅTP.P.~IFïÓ.�lL�z(LQxyLQ�"FöJ3F
�B{³x}|.~IÅT�yLQFYÈ9Å"PRÓ=FIH3xÂ�B{¯�yF?xy�yÅTH3��FI��FIPg�B{6Rv_bä³I�YXô�ôeð�I`ó
Ê?ÅTz:z:Fêwl��z(~?x}�lL�FêÓ`{5����{5Ó.Ó=ÅT�lxö{5HW½tz(L��lÅ"LQ��Á
` q]ÅTP wyÓ=~eÊ?LµkKFì{5H.w}wyL��VH.F ⊗ F?x � � ⊕ F?x

&
�

!
F?x

?
� ∀ F?x ∃ wyÅTPVx(�yFIwyÓ=FeÊÎx}L<�"FIz:FIPVx:J3H`{5H��C�ÜÊTØÙFIwlxlýOë[ý

J3LQ�yF�LQzt{5É"FIw���ØÙH3PYJ3F���Ø¦{5H3x}�yF�JK{GP3w��QF�½�z:LQ�yÅ"LQ� Á ` qKFIPYJCØ�{GH3xy�yFIw�x}F?�yz:FIw��X{(P.~IÉ�{5xyL�ÅTPbFIwlx¾Rv_Zä³I�Y�GÂÓ`{5�
(A⊗B)⊥ = A⊥ � B⊥

�.FÎx�ÊTÄ }e= �9FIw��lÖIÉ"�QFIwµw}F�J3LQ��LQwyFIPVxµxyÅ"HTN�Å"H.�lw�FIP³xy�yÅ"LQwµÉT�yÅTH.Ó=FIw�È

�
�b_=@[!$8&^��*47'2�3#=-04B-e1

` A⊥, A
v {��3LQÅTz:F�JCØÙL�J3FIPVxyLQxy~0� ` Γ, A ` A⊥,Γ′

` Γ,Γ′
v Ê?ÅTH.Ó.H.�yF0�

�
�b_=@[!$8&^��Y%?-[@58&¾G-08&@[�3Z

` Γ

` σ(Γ)

v ~eÊ�|`{5P.É"F0�

�FC��D�����Î� ¤���¨P�0�L�"�G���]��­e�V�×�����L�v�¦�µ��è��z���×��� ½ �K��� Á �[�Ä�¦�Ì�?���\���^�z� ½ �[���?�Ù¤�� Á �Q¥��Xª+tés¢¡el>n��2�^�5���0�Ù¤��5�J���0���[�ª�Î���¬���¤�z�
�I�J�0¥¬é0�����[���?�Ù¤����Ù�V�9�0���	­���è��z����� Γ ` ∆, A,B

Γ ` ∆, A � B
�
` � �$�O¤ Γ, A,B ` ∆

Γ, A⊗B ` ∆

�
⊗ `

��ª7��£
ª ��ª �lª��

Ì3�



��F�Ó3�yLQPKÊ?LQÓ$F FL�3Ó.�yLQz:F �B{�Ê?ÅTz:zÂH3x�{0x}L<��L<x}~�J3F �B{��QÅ"ÉTL��VH.F }yh Ä"û]{G�ÜÊ?Å"P�x}�yF"�5�QFIwAJ3FIH��({5H3x}�lFIwÜ�yÖIÉT��FIwÜwlx}�yHKÊÎxyH�ý
�yFI�Q�QFIw v {�ÈC{5L�Ç.�QLQwyw}FIz(FIPVx
F?x
Ê?ÅTPVx}��{GÊÎxyL�ÅTP=�ÜJ3LQwyÓ`{G�}{GLQwywyFIPVx
FIP:�QÅ"ÉTL��VH.F��QLQP.~[{5L��lF"�"Ó`{G�yÊ?F��VH9ØÙFI�Q�QFIw
�lF?��LQFIP.P.FIPVx
ëoJ3L��lF(�VH.F

A ⊗ B ` A F?x
A ` A ⊗ A �$�yF?w}Ó=FeÊ�x}L<��FIz:FIP�x:È�JK{5P.w���ØÙH.P.FïÅ"P*��ÅTL<x�H.P3Föþ7ÅTPKÊÎx}LQÅTPR{�½êP.F"�

JK{5P.w���Ø¦{5H3x}�lF(H.P.Föþ7ÅTPKÊÎx}LQÅTPã�VH`{GJ3��{0x}L��VH.F"�CÊ?FöP9ØÙFIwlx�Ó`{5w��QL�P3~[{GLQ�yF"Ä5�×FIw��yÖIÉT�QFIw��y~[{5Ó.Ó`{5��{�hBxy�yÅTPVx�Ê?ÅTz:z:F
�yÖIÉT�QFIwºOQ[y¶·Y�dÎñ°G�ô�J3H

?
F?xÂJ3H

!
ÄIÄIÄFV2GÎó�ðvM�ð�ICRv[�I�RvG�ô¾c��¬¶oOQG�ôöôÎóZc�ñ°WÎó ñ�cyGPO¸OQG�ô¾I�T G�ôÎóAò.ð0ô(ñ�IgôJY¸K�òEOQG³ð�c?óZY ä�WXG

ó`GXWJavI�Y\dÎñ�G³È�Å"P �"{*�"Å"LQ�êJK{5P.wêH.P L�P.wlx�{5PVx v P o �IáV�ö�VH.F¯�B{W��ÅTÉTLB�VH3Fb�QLQP.~[{5L��lFbF?wyxêH.P.Ft½ì��ÅTÉTLB�VH3FYJ3F?w
{GÊÎx}LQÅ"P.w�Á"�$F?x��VH3F(JK{5P.w�H.P.FÂx}FI�Q�QFö�QÅ"ÉTL��VH.FöLQ�CÆIð5ñ�ó]�lFIP.ÅTPKÊ?FI��ëtÊ?FIw��lÖIÉ"�QFIweÄC��FïÓ.�QH.we��Ê?Å"PVxy��{5L��lFIz:FIP�x�ë
Ê?Fq��H.L�wyFoÓK{Gwyw�{GL<xïFIP �QÅ"ÉTL��VH.FoLQPVx}H.L<x}LQÅTP.P.LQwyxyF"�DL�Ê?L���F?wï�yÖIÉT��FIwïwlxy�yHKÊÎxyH.�yFI�Q�QFIwïw}ÅTPVxïLQPVx}F?�}J3L<x}FIwöJ3Ftþ {·r?ÅTP
wl��z:~?xy�yL��VH.F v �B{��QÅ"ÉTL��VH.F���LQP.~[{5L��lF�Ó=FIH3xÌlÎx}�yF���H.F�Ê?Å"z(z:F�H.P.F��QÅTÉ"L��VH.F�LQPVx}H.L<x}LQÅTP.P.LQwyxyF�wl��z:~?x}�lL�wy~IF[��È Å"P
Ê?H.zÂH.��F�Ç.LQFIP¯��FIw�{I�"{5PVx�{5ÉTFIw�J�FIw��QÅ"ÉTL��VH.FIw�Ê?�B{5w}wyL��VH.F�F?xµLQPVx}H.L<x}LQÅTP.P.LQwyxyF"Ä

�
�b_=@[!$8&^��*ZX!`_$476982�
�9FIw�Ê?Å"P.P3FeÊÎx}FIH.�lw��QÅ"ÉTLB��H.FIw�w}F��y~IÓ`{5�lxyL�wywyFIPVxµFIP¯xy�yÅTL�wµÉT�yÅTH.Ó=FIwV}�]�È

�"Äµ�9FIw�Ê?ÅTP.P.FeÊÎxyFIH.�ywöðoRvR�YcóZY Æ}ô ⊕,& �.�VH.L9Ê?Å"�l�yFIwyÓ=ÅTPKJ3FIPVx�ë(J3FIwµwyÅTz:z:FIw�JCØíFIwyÓ`{TÊÎFIw[Ä

` Γ, A ` Γ, B

` Γ, A&B
(&),

` Γ, A

` Γ, A⊕B
(g⊕),

` Γ, B

` Γ, A⊕B
(d⊕)

�9F(Ê?Å"P.P3FeÊÎx}FIH.��½êû��QH.w�Á ⊕ FIwlx�xy�yÖIw�Ó.�yÅ Ê�|.F:J3Fö�X{qJ3LQw�NOÅTPKÊÎx}LQÅ"P,LQPVx}H.L<xyL�ÅTP.P.LQwyxyF�qCF?P,Ó`{5�lx}L�Ê?H.�QLQFI�
LQ����~?�yLµkKF,�X{ Ó.�yÅTÓ.�yLQ~?x}~ãJ3F,�B{ J3LQw�N�Å"PKÊÎxyLQÅ"P9Äµ�9FRÊ?ÅTP.P.FeÊÎxyFIH.�t½ã�&��FeÊbÁ

&
G�ôÎóo�X{ Ê?Å"PTN�Å"PKÊ�x}LQÅ"P

LQPVxyH.LQxyLQÅ"P.P.LQwlx}F"Ä���Ç.wyFI�l�"FIß,�VH.FW�QFIw¯J3FIH�� Ó.�l~Iz:LQw}wyFIw¯J3FW�B{g�yÖIÉT��F,J3H�½W�&��FeÊ¯ÁWÅTPVx³��FWzmlIz(F
ÊÎÅ"PVxyFL��x}F:È.ÊTØÙFIwlx��B{öwyFIH.�QF�þ {·r?Å"PìJ3F�Ó.�y~IwyFI����FI�µ�B{öÊ?Å"P�x}��{5LQPVx}F�J3F�zïH.�<x}LQ�QL�P3~[{G�lLQxy~"Ä

Í3Äµ�9FIw Ê?ÅTP.P.FeÊÎxyFIH.�yw<Köñ$O óZY¦òEOtY\W�ðGóbYiÆ}ô ⊗, � ����H.L�ÊÎÅ"�l�yFIwyÓ=Å"PKJ�FIPVxµë�J3FIw×Ó.�yÅ J3H.L<x}w�x}FIP.wyÅT�yLQFI��weÄ��À�`�o{�H.P
xy�yÅTL�wyLQÖIz:FöÊ?ÅTP.P.FeÊÎxyFIH.��zïH.�<x}LQÓ.�QLBÊe{0x}LQþO�

A −◦ B �=zt{5LQw�ÅTP*Ó=FIH3x�wyFöJ3LQwyÓ=FIP.wyFI��J3Fï��Øí~eÊ?�yLQ�yFT��Êe{5��Å"P
�QF�J3~zkKP.L<x�Ó`{G�

A⊥ � B
Ä

` Γ, A,B

` Γ, A � B
( � )

` Γ, A ` ∆, B

` Γ,∆, A⊗B
(⊗)

�9F�Ê?ÅTP.P.FeÊÎxyFIH.�×½ÂûÜ{5�×Á � FIwlxµxy�yÖIwµÓ.�yÅ Ê�|.F�J�F��B{(J3LQw�N�Å"PKÊ�x}LQÅ"PbÊ?�B{GwywyL��VH.F³qKÅTP¯w[Ø�{GzÂH.wyFI��{({GLQP.wyL&ë
J�~Iz:Å"P�x}�yF?�

A � A⊥
qC�yF?zt{G�y�VH.FIßê�VH.F(�X{o��L��lÉ"H3��FêJ3HRÊe{5�BÊ?H.��xyL�F?PVx��QLQFIHgJ3FÂ½tûÜ{5��Á(P.Å"Pã~eÊ?�lLQxeÄ

�9FêÊ?Å"P3P.FeÊÎx}FIH.��½e|KÅTLQw�Á ⊗ F?wyx�P.ÅTH3��F[{5H È9�yFIzt{5�}��H.FIßt�VH.F:��FIwÂÊ?ÅTPVxy��{5L�P�x}FIwÂJ3FêzÂH.�QxyL��QLQP.~[{5�yL<x}~
LQz:Ó=ÅTwyFIPVx�H.P¯Ó`{5�lx�{5ÉTF�J�HbÊÎÅ"PVxyFL��x}F�JK{5P.w��QFIwµÓ.�y~Iz(L�wywyFIweÄ

Ì.Äµ�9FIw�Ê?ÅTP.P.FeÊÎx}F?H.�ywmGVUÎò�[�IEGLI`óZY\GzO�ôÎ�
!, ?

�=�VH.L9x}LQ�yFIPVx���FIH3��P3Å"z JCØíH.PbL�wyÅTz:Å"�lÓ.|.LQw}z(F�xy�yÖIw�LQz:Ó=Å"��x�{5PVx
!(A&B) '!A⊗!B

Ä

`?Γ, A

`?Γ, !A

v Ó.�lÅ"z(ÅTxyL�ÅTP=� ` Γ, A

` Γ, ?A

v J3~I�l~I��L�ÊÎxyL�ÅTP=�

` Γ

` Γ, ?A

v {�È9{5LQÇ.��LQwywyFIz:FIPVx�� ` Γ, ?A, ?A

` Γ, ?A

v Ê?ÅTPVx}��{GÊÎxyL�ÅTP=�

	�FIzê{G�y�VH.Å"P3wW�VH.FR�X{�Ê?Å"P�x}��{GÊÎx}LQÅTP F?xY��Ø¦{�È9{5LQÇ.��LQwywyFIz:FIPVx*wyÅ"PVxbx}ÅTHTNOÅTH.�ywYÓ.�l~Iw}F?PVx}wYFIP �QÅ"ÉTL��VH.F
�QLQP.~[{5L��lF"��zt{GLQwtzt{GLQPVxyFIP`{GP�x³Ê?ÅTz:z:FÎc��¬¶oOQG�ôSOQ[y¶·Y\d�ñ°G�ôÎÄÄ��ØÙFIwlxqJ3ÅTPKÊb�QF*Ê?ÅTP.P.FeÊÎx}F?H.�(½,û&Å"H.�y�VH.ÅTL

����©b�K��­0�^� ¤��µ�[���·�0�^���T���g���0�Ì�^���?�t¨P�0�Ì���z�ï¥��z�Ä�ª�e¤��}¤��¤�?�L�o�z�?�Ù�&� �p¥5�\����¥l�V�J�0���5�0�O¤V��GXÔLÔLÔy¦���¥G�J� �l�Ì���0���Ù�������å���ëIu�z�
���t�e¤���¤p�Ù�A¥��z�Î¤����z���eI �[���Q© �l¥`é5�J�[�Î�Îª
�¬��êf�<��© �y¥O���Ù�À�×�G�J�
�����9��è��z�Ù�V�9�[�V�
¨	�5�J�Î¤À��
5¥l�}¤����[�\����¨P�0���K·T�����Î¤&�v© ���t�^�����[�\�9�T�����[�����[���0���^������ª

Ì"Í



ÓK{Gw�Á&Ïq�VH.L�FIP Ê?ÅTPVx}��j"�QFo��ØÙH.w�{5É"F"ÄÜ��P Ó=ÅTH.�y�}{bJCØ¦{5L��Q�QFIH.�ywïweØ¦{5zïH.wyFI�öëìJ3~Iz:ÅTPVx}�lFI�Â��FIwïwy~e��H.FIPVx}w
!(A&B) `!A⊗!B

F?x
!A⊗!B `!(A&B)

�VH3L9FL�3Ó3�yLQz:FIPVxµ��ØíL�wyÅTz:ÅT�yÓ.|.LQwyz:F
!(A&B) '!A⊗!B

q
H3P.F�J3FµÊ?FIwAJ3~Iz:ÅTP.wlx}�}{5xyL�ÅTP.w�H3x}LQ��LQwyFµ��Ø¦{�È9{5LQÇ.�QL�wywyFIz:FIPVxe�T��Ø�{GH3xy�yF��B{�Ê?ÅTPVx}�}{TÊÎxyL�ÅTP9Ä���P(þc{GL<xA��ØÙLQw}ÅTz:ÅT��ý
Ó3|.L�wyz:F�FL�3Ó.�lLQz:F��X{Â�"{5�QLBJ3L<x}~�J3F�Ê?FIwµ�yÖIÉT��F?w�wlx}�yH.ÊÎx}H.�yF?���QFIw�J.{GP.wµ��F�Êe{5w�FJ�3Ó=Å"P.F?PVx}LQFI��Ä

|={5LQw}ÅTP.w&H.P.F
ÓK{GH.wyF�ÈeLQPVx}�lÅ�J3H3L��lF
H.P.F
P.ÅTH3��FI�Q�QF
��ÅTÉ"L��VH.F
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��P*P.ÅGx}F
A = B⊥

�`Å"H
B = A⊥

�`Ó$ÅTH.��J3LQ�yFï��H9ØÙH.P.FÂÓ.�lL�wyFÂ~?x}L��VH.F?xy~IF
A

Ó=FIH3x�Ó.|V� w}L��VH.FIz(FIPVx@l?xy�yF
Ç.��{5PKÊ�|.~?F wyH.�]H.P.F×Ó.�yLQwyF×~?x}L��VH.F?xy~IF

B
Ä5��H3x}�yF?z:FIPVxÜJ3LQxe�5�B{�P.~IÉ�{5xyL�ÅTP(Ê?ÅT�y�lFIw}Ó=ÅTPKJ(ë��B{�Ê?Å"z(Ó.��~Iz(FIPVx�{5�yL<x}~

zes5��F�¥5þXFIz:FI�Q��F"Ä`� L
π
FIwlx�H.P³z:Å J3H.��F�J3ÅTPVxµwyÅT�lx}FIP�x�J3F?wµÓ.�lLQw}FIw

A1

��ÄIÄIÄ��
An

��Å"PqP.ÅTxyF:È
π ` A1, . . . , An

Ä
��PbP.ÅTxyF

Γ
�
∆
��ÄIÄIÄ=J3FIw�wyH.LQxyFIw�J3F�Ó.�lL�wyFIweÄ$�]x�ÅTPb�T{:�lF?x}�lÅ"H3�"FI��x}ÅTH3x�P3ÅTx}�lFÂÊ�|.FI��Êe{5��Ê?H.�DJ3FIw�wy~e�VH.F?PVx}wÂÈ

Ð"á



��Ø¦{��3LQÅ"z:F(JCØíLBJ3FIP�x}L<x}~(J3LQx��VH9ØÙÅTPãJ�L�wyÓ=ÅTw}F(J3FIw��}{G�Q�QÅ"P3É"FIw�þXÅ"�lz:~IFIw�J3F(J3FIH��*Ó.�yLQw}F?w�Ê?ÅTz:Ó.�Q~Iz:FIP�x�{5L��lFIw
AF?x

A⊥
Ä]�&{*Ê?ÅTH.Ó.H.�lF¯J3L<x:�VHCØÙÅTP Ó=FIH3x(H3x}LQ�QL�wyFI�(ÊÎFIw(�}{G�Q�QÅ"P.ÉTFIw:JK{5P.wö��FIwöÇ.�}{GPKÊ}|.FIz:FIPVxyw¯ÈDwyL

π ` Γ, AF?x�w}L
π′ ` A⊥,∆ �9{G�QÅ"�lw�Ê?FIw�J�FIH��Wz:Å J3H.��F?w�Ó=FIH3�"FIPVxál?x}�lF(Ç.�}{GPKÊ�|3~Iw�J3Föþ {�rÎÅ"PRëqþXÅ"�lz:FI�

π′′ ` Γ,∆
Ä

��{GP.w�ÊÎF?xyx}FÂLQPVx}FI�lÓ.�y~?x�{5xyL�ÅTP9�=��Øí~I��LQz:LQP`{0x}LQÅ"PWJ3FIw�Ê?Å"H.Ó3H.�yFIw�FIwlx�wyL�z(Ó.��FIz(FIPVx��QFï��{GÊIÊ?ÅTH.�}Ê?LQwywyFIz:FIPVx�JCØÙH.P
Ê�|.FIz(L�P9�`Ê?FÂ�VH.F�JCØ¦{5LQ���QFIH.�yw�P.Å"H.w�{I��ÅTP.w�þ {5L<x�JK{5P.w���FÂÊI{Gw��&�3LQÅ"z(FU¥o��ÅTH.Ó.H.�yF³�$���}{GPKÊ}|.FI��H.P.F��}{G�Q�QÅ"P.ÉTF
wyH.�ÂFI�Q�QFÎýÀzmlIz:F"�DÊ?ÅTz:z:FoJK{5P.w v SV���&wyFI��{5LQxïÊ?Å"z(Ó.��Ö?xyFIz:FIPVxïL�J3LQÅTxe�)f0ðSICG�ò�GÎñ3ó
òKð0ô&ÆIð�Y¸cyG�òKð�cÎóZY\G R5T ñ7ICG
òncy[�WX_XR5ñ7cXGgR5T Y¸I.ôÎó�ð·O¸OQðGóZY�[�Ip7

�D{q�yÖIÉT�QFêJCØ¸_XWJa.ð�I�¶�G�F?wyx�~?��L�J3FIPVxyFìÈ9ÅTPãÓ=FIH3x�Ç.��{5PKÊ�|.FI����FIw�Ó.�yLQwyFIw�JK{GP.w���ØÙÅT�}J3�lFê�VH9ØÙÅTP,��FIH3xeÄ2�9FIw
{5H3x}�yF?wµ�yÖIÉT�QFIw�wlxy�yHKÊÎx}H3�yFI�Q��F?w�PCØÙÅTPVxµÓ`{Gw�J3F�w}F?P.wµ~I��FIÊÎx}�yL��VH.F:È.JCØ�{GÇ=ÅT�}JC�3�X{ï�yÖ?É"�QF�JCØ7ð���ð�Y\MPO^YXô�ô	GLKNGLI`ó�Ó=FI�Oý
z:F?xlx}��{5L<x(J3Fq�lFIz:Ó.�B{TÊÎFI�

π ` Γ
ÓK{G�

π ` Γ, A
�]J�Å"PKÊqJ�Ø¦{5NOÅTH3x}F?�öH.P.FoÓ.�yLQwyFqþ {GÊÎxyLBÊ?F"�Dw}H3�ï�X{G�VH.FI�Q�QF³ÅTP

~eÊ?�lL��}{GL<xö��H.FI���VH.FoÊ�|.ÅTwyFoÊ?ÅTz:z:Fï½twyÅ"��x}LQFqÍTÍTá5�·Áo{5�QÅ"�lwï�VH9ØÙLQ�
P9Øí�R{¯�lL�FIPgJ3FI�l�yLQÖI�yFYÈ2ÅTPgP.FêÓ=FIH3xÂÓ`{5w
þ {5LQ�yFqJ3FtÇ.��{5PKÊ�|3FIz:FIPVx({I��FeÊere{Ä�D�&{ì�yÖIÉT��FoJ3F WX[�I`óZc}ðvW?óZY\[�I*Ó=FI�yz(F?xyx}�}{GL<xöJ3Ft�yFIz:Ó3�X{GÊ?FI�

π ` Γ, A,AÓ`{5�
π ` Γ, A

��J3ÅTPKÊ�J�F��yFIÉT�yÅTH.Ó=FI��J3FIH7�:Ó.�yLQwyFIw�JCØÙ~?xyLB�VH3F?xyx}F?w�L�J3FIPVxyLB��H.FIweÄ�� H.Ó=FI�yÓ=ÅTwyFI�
��FIw�J3FIH7�:wyÅ"��x}LQFIw
½�|`{5H3x�ý�ÓK{G�y�QFIH.�×Á�J�ØÙH.Pb{5z:Ó.�QLQk`Êe{0x}F?H.�µFIwlx�Ó.|V� w}L��VH.FIz(FIPVx��l~[{G�QLQw�{GÇ.�QF"�KFÎx��yFÎ��L�F?PVx�ëïÇ.��{5PKÊ�|.FI�µ�QFIw�J3FIH��
Ó.�yLQwyFIw�wyH.��H.P,wyFIH.�Ü|`{GH3x�ýÀÓ`{G�l��FIH3�eÄ2û&FIH,LQz:Ó=ÅT�lx}F:��H.F(�QF(wl��wlx}ÖIz:Föþ7ÅTPKÊÎx}LQÅTP.P.F:FIPKÊÎÅ"�lF(Å"H,FL��Ó.��ÅTwyF"�CFIP
x}ÅTH3xÜÊe{5w[�0LQ� P.F×þXÅ"PKÊ�x}LQÅ"P.P.FI�}{�Ó.�QH.wÜJ3F×�B{�zmlIz:F�þ {·r?ÅTPáF F?xÜÊ?F�z:Å"P�x�{5É"FÜ½ Ê?�X{5wywyLB�VH3F
Á�P9ØíFIwlxÜÓ`{5wÜÊ?ÅTH3��FI��x
Ó`{5���X{(É�{G�}{GP�x}LQF��`�AØÙH.P3LB�VH3F�Ó.�yLQwyFï{5LQP.wyLDÊ?�l~I~IFÂJ�F?����{(Ó=ÅT�lxyFI��H.P.F�P.ÅTH3��FI�Q�QF�~?x}L��VH.F?xlx}F"�`Ê?F�P.F�wyFI�}{(Ó.�QH.w
A

v Ê?F�wyFI��{
A � A

�ÎÄ
ETH3wyxyFIz:FIPVxe�ÜÊ?FI�B{*P.ÅTH.wt{5z:ÖIP.F¯{GH7� �yÖIÉT�QFIw:�QÅTÉ"L��VH.FIw¯È]FI���QFIw:J3~eÊ?�yL<��F?PVx:�B{WÊ?�l~[{0x}LQÅ"P J3F³P3Å"H3�"FI���QFIw

Ó.�yLQwyFIw�ëoÓ`{G��x}LQ��J3F(Ó.�lL�wyFIw�FL�3LQwlx�{5PVx}FIweÄ9ûÜ{5��FJ�3FIz:Ó.�QF"�
A ⊗ B FIwlx�þXÅ"�lz:~IF(FIP,�l~IH.P.LQw}w�{5PVx�J3FIH7�WÓ.�yLQwyFIw

�VH.LCw}ÅT�lxyFIPVx�J3F�J3FIH��³z:Å�J�H.��FIw�J3LµÈ�~I�lFIPVx}w�È.wyL3NÎØ¦{I�T{5L�w
π ` Γ, A

F?x
π′ ` ∆, B

�TN�ØÙÅTÇ3x}LQFIP.wµH.Pìz(Å�J3H.�QF
π′′ ` Γ,∆, A ⊗ B

ÄDûÜ{5�ïÊ?Å"PVxy�yF"�
A � B

FIwlxïþ7ÅT�yz(~IFoFIPg�y~?H.P.L�wyw�{5PVx(J3F?H��gÓ.�lL�wyFIwö�VH3L�wyÅ"�lxyFIPVxöJCØíH.P
K¼:JKeG z:Å�J3H.�QF v F?x�J�Å"PKÊ��VH.L2Ê?ÅTz:zïH.P3LB�VH.F?PVx�ë´O�T Y¸I`ó¬_LcLY�GÎñ�c�J3F�Ê?F�z:Å J3H.�QFêÈ.Å"Pì�lF?x}�lÅ"H3�"F��Bë(��ØÙL�J3~IF�J3F
Ê?ÅTz:zïH.P.L�Êe{0x}LQÅTPgÊe{GÊ�|.~IF"�2J3F(�"{5wyFêÊ?Å"z:zÂH.P.L��VH`{5PVxÎ�ÎÄ9�9FIw��lÖIÉ"�QFIw��QÅTÉ"L��VH.FIw�Ó=ÅTH.� ⊗ F?x � wyÅ"P�x�L�z(z:~Îý
J3LB{5xyFIz:FIPVx�NOH.wlxyLQkK~IF?w�Ó`{5��Ê?F?xlx}FöL�PVxyFI�yÓ.�l~?x�{0x}LQÅ"PCÄ9�&{qJ3H`{G�QL<x}~(FIPVxy�yF ⊗ F?x � FIwlx�{GH.wywyLÜxy��{5P.wyÓ`{G�lFIPVx}F³È
A⊥ � B⊥ = (A ⊗ B)⊥

FL�3Ó3�yLQz:Fö�VH9ØíÅ"P*Ó=F?H3x�þ {GLQ�lFïH.P*Ç.��{5PKÊ�|.FIz:F?PVx v H.P.FöÊ?ÅTH.Ó.H.�yF0��ÄC��LQFIP*wyÇ.�I�=Å"P
Ó=ÅTH.�y��{5L<xt{GH.wywyL�Ç.LQFIP þ {5L��lF¯J3FIH�� Ê?Å"H3Ó.H.�yFIwe�Ü��ØÙH.P.F³FIP�x}�yF

A
F?x
A⊥

�]��Ø¦{5H3x}�lF³FIPVx}�lF
B

F?x
B⊥

�ÜÓ.�QH3xyjGx
�VH.F��QFÂÇ3��{5PKÊ�|.FIz:FIP�x�J3FÂ�B{:Ó.�lL�wyFÂÊ?Å"z(Ó=Å"wy~IF

A⊗ B wyH.���B{:Ó.�yLQwyFïÊÎÅ"z:Ó=ÅTwy~IF
A⊥ � B⊥

v ÅTPb�yF?xy�yÅTH3��F
��Ø¦{5��ÉTÅT�yL<x}|.z:F�J3F�P.ÅT�yzt{5��LQw�{5xyLQÅ"PìJ3FIw��y~?w}Fe{GH��C����ÅTL���ô�ñ0ònc}ð �ÎÄ

�
ØíL�P�x}FI�lÓ.�y~?x�{0x}LQÅTP ½,~I�QFeÊÎx}�yL��VH.FYÁWweØÙ~Îx}FIPKJ ëgx}ÅTH3x}FW�X{ �QÅTÉ"L��VH.F,�QL�P3~[{GLQ�yF"��ÊTØÙFIwlx¯�B{2æ._X[�Ke_?óZcJY\GÎRvG
O�T �XIKó`GLc}ðvW?óZY\[�I`��¹¦Ú�LQ�}{G�}J��9�eSTÕTS·»vqT�QFIwAz:Å J3H.��F?wAw[Øí~eÊ?�yL<��FIP�x�{GH(z:Å[��FIP:J3F�zt{0x}�yL�Ê?FIw�FIPVxy�y~IFU¥0wyÅ"��x}LQF"�"F?xAÓ=ÅTH.�
Ó=ÅTH3��ÅTL��qÉT~I�yFI�o�QFIw³FJ�3Ó=Å"P.F?PVx}LQFI�Q��FIwe� LQ��FIwlx³P.~eÊ?F?w}w�{5L��lF,J3F*Ó`{5wywyFI�qFIPùJ3LQz:FIP3w}LQÅTPùLQP$kKP.LQF"� L�ÄíF"Ä�� ë J3F?w
ÅTÓ=~I��{0x}FIH.�lw�wyH.�µ��ØÙFIwyÓ`{GÊ?F�J3F~�µL��QÇ=FI�lxeÄ

�.Ö � °µ´·»DºÌÙÂ®?°µ´�±q° ®?¬ ®z�~ÙÂ¹�Ö  °Z� ®?¬ ®z�~ÙÂ¹�Ö  °²±³°µ´·»DºÌÙÂ®?°µ´

�p¿Ì��� �� 3<A. �;�)¬!�%
	µF?�"FIP.ÅTP.w�FIPKÊ?ÅT�yF:{GH,Ê?�yL<x}Ö?�yF(J3F:ÊÎÅ"�l�yFeÊÎxyL�ÅTPãJ3FIw��y~IwyF[{5H��C��F?x�J3F?zt{GP.J3Å"P.w�ýÀP.ÅTH.w�ëq�VH.ÅTLÜLQ�ÜwyFI�lx[ÄIÄIÄ

��ÅGx}�yFtz:ÅTxyLQ�T{0x}LQÅ"P ÅT�yLQÉ"LQP.FI�Q�QF³~?x�{GL<x(J�Fq�lFIwyÓ=FeÊÎx}FI�ï�QFIwö�lÖIÉ"�QFIw~F �B{bwy~e�VH3FIPVx}LB{5��LQw�{5xyL�ÅTP7F zt{5L�w({5H þc{GL<x
Ó=ÅTH.�}�VH.ÅTL×J3ÅTPKÊêþ {5HKJ3�}{GL<xlýÀLQ���yFIwyÓ=FeÊÎxyFI�Â�QFIwÂ�lÖIÉ"�QFIwe�&wyLQz:Ó.�QFIz:FIPVxÂÓ`{5�}Ê?Ft�VH9ØÙFI�Q�QFIwïwyÅTPVxÂ~eÊ?�yL<xyFIwïJK{GP.wÂH.P
ÉT��{5PKJ �QLQ� �yF&Ï*�]xêw}LµÅTP�~eÊ?�lL<xq{5H3x}�lFbÊ}|.Å"wyFbJK{5P.wê�QFì�QLQ� �yF"����FIwê�lÖIÉT��FIw:��ÅTPVxêwyF¯z:F?xyxy�yFbë,Ê�|`{5P.ÉTFI�eÄIÄIÄ
Ç`{5��L<��F?�yP.FIw }`ß �"��H:��LQFIHêJCØÙH.P3F�Ó.wyFIHKJ3Å5ýÀFL�3Ó.�QL�Êe{5xyL�ÅTPHR5ñ`ð�O^YXôÎó`G v �X{���ÅTÉTLB��H.F�Ê?ÅTz:z:F�ô��·I`ó�ðPU�G��yFK$K~?x�{5PVx
H.P.F
ô	_LKêð�I`óZY�dÎñ°G¯Ó.�l~IFL�3LQwlx�{GP�x}F0���ÜÅ"P Ó=FIH3x(x}FIPVxyFI�(H.P.F³FL�3Ó.�QL�Êe{5xyL�ÅTP Ke[�I*YXôÎó`G?�ÜL�ÄíF"Ä��Üw�{5P.wêÊ?F³�yFeÊ?ÅTH.�ywêë*H.P
�\çy�$��¤¸�[�T����© �J�0�����Ù�����c¤����J�5¥�¤À�i
0���G����¥O��¤ ¤��µ��­[�0���V�����^�z����vLu<nJ��¨	�0�=���c¤
¤\�z��E¸�z�0�\�2�e¤À�^�¦�^���������z�[�ª�<���������[�V��¤\�z�[�\�
�0�

�G�J�\� ���B�T�J��� �?ª

Ð.�



�~GÎñ ôºGVUSKtðvWXa�Y¸I�ðìFJ��x}FI�lP.Foëq�X{³�QÅTÉ"L��VH.F"Ä&ûDÅTH.��Ê?FI�B{��2�}{GÓ.Ó=FI�QÅTP.wlýÀP.ÅTH.wÂ�VH.F:��FêÊ?�yL<x}Ö?�yFêJ3FtÊ?ÅT�y�lFeÊÎx}LQÅTP
wyFI�lx�ët�X{tP3Å"�yzê{G�QLQw�{0x}LQÅTPSF L��DFL�.Ê?�QH3x��QFöÊÎ�3Ê?�QF v S��\F zt{5LQw��VH9ØíFIP,Ê?ÅTPVxy�yFIÓ`{5�lxyL�F"�$LQ�]þ {5H3x�J3~Iz:ÅTPVx}�lFI���B{
Ó.�y~?w}FI���T{5xyL�ÅTP J3H Ê?�yL<x}Ö?�yFo��ÅT�ywöJ3FIwöwyLQz:Ó.�QLQk`ÊI{5xyL�ÅTP.weÄ���P Ó`{5�lxyLBÊ?H.�QLQFI�e�]Ê?ÅTP.w}L�J3~I�lÅ"P.wöH.P.FqÊ?Å"P$k.É"H.�}{5xyL�ÅTP
��Å"H.Ó.H.�lFU¥G
2FIP.wyFIH.��¥GûÜ{5�e�"F?xAÓ=Å"wyL<x}LQÅTP.P.Å"P.w
�QFIwALQPVx}FI�l�yH.Ó3xyFIH.�yw�{5H:z:Å[��FIP:J3F S wyH.��xyÅ"H.wA�QFIw�{5H3x}�yFIwA�QLQFIP.w
½Âû]{G��Á"�.Ê?F���H.L9P.ÅTH.w��B{5L�wywyF�J�FIH��³Ó=Å"wywyL�Ç.LQ�QL<x}~Iw��VH`{5PVx�ë

A � B
q S LQPKJ3H.L<x�H.P¯É"�}{GÓ.|.F:È

A⊗B

A B

A⊥ � B⊥

A⊥ B⊥

Å�Þ³�QFIw�Ó=Å"LQPVx}LQ�Q��~?wµFIPVxy�yF�J3FIH��qþ7ÅT�yzÂH.��F?w�LQPKJ3L��VH.FIPVxµ�B{ÂÓ=Å"wywyLQÇ.L��QL<x}~�J3F�½���Å[� {5É"FI� Ó`{5� FIP¯J3FIwywyH.w�Á�JCØÙH.P.F
þ7ÅT�yzÂH.��F�ë�H3P.F�{5H3x}�yF³q"Ç.LQFIP:FIPVx}FIPKJ3HC���B{�Ó.�QH.Ó`{5�lx�J3F�ÊÎFIw�Ê�|.FIz(L�P.wAFIPêÓ=ÅTLQPVx}LQ���Q~Iw
wyÅ"PVxAL�z:Ó=ÅTwywyL�Ç.�QFIweÄ û]{G�
FL�3FIz(Ó.��FT�3�QF�Ó$ÅTLQPVx}LQ�Q��~�FIPVx}�lF

A
F?x
B

Ê?Å"�l�yFIwyÓ=Å"P.JìëÂH.P¯ÊÎ��Ê?��F�JK{5P.wµP3ÅTxy�yF��l~IwyF[{GH9����F�Ó=ÅTLQPVx}LQ�Q��~�FIPVx}�lF
AF?x

A⊥
Ó.�yÅ J3H.LQx�H.P,ÊÎ�3Ê?�QF(wyLÜÅTPWÓ=Å"wyL<x}LQÅ"P.P.F

A � B
wyH.��½(É�{5HKÊ�|.FÂÁTÄeÄIÄC|DL�P`{5�QFIz:FIPVxe�C�QFöwyFIH.�ÜÓ=Å"PVxyLQ���Q~

Ó.�B{GH.wyLQÇ.�QFöF?wyx�Ê?FI�QH.L]F?PVx}�yF
A⊥

F?x
B⊥

�`F?x�L��&FIwlx�JCØ¦{5LQ���QFIH.�lw�P3~eÊ?FIwyw�{5LQ�yFIz:F?PVx�Ó.�y~IwyFIPVx�Ó=ÅTH.��J3FIw��}{GLQwyÅTP.w
J3F�Ê?ÅTP.P.FL�3L<x}~TÄ`�9F�Ê?�yL<x}ÖI�lF�J3F�Ê?Å"�l�yFeÊÎxyL�ÅTP¯FIwlx�Ó.�y~IwyFI����~:È3��ÅT�yw}�VH.F�NOF�wyLQz:Ó.�QLµkKF��B{(Ê?ÅTH.Ó.H.�yF"�.�QF�É"�}{GÓ3|.F

A B A⊥ B⊥

FIwlx�Ç.LQFIPìÊ?Å"P3P.FL�3F�FÎx�{TÊ��3Ê?�QLB�VH3F"Ä
|DL�PK{G�QFIz:FIPVxe�C�QF(Ê?�yL<x}ÖI�lF:J3F(Ê?ÅT�y�lFeÊÎx}LQÅ"PC�9��H.LÜFL�.Ê?�QH3x�Ê?LQPK�YJ3F?w�wyLµ�Yxy��{5NOFÎx}w�F?P,Ó=ÅTL�P�x}LQ���Q~Iwe�CÓ=FIH3xÐl?xy�yFï��H
Ê?ÅTz:z:F�H.P.F�{GP�x}L�Ê?L�ÓK{5x}LQÅTPbJ3F���Øí~I��LQz:LQP`{0x}LQÅ"PbJ3FIw�ÊÎÅ"H.Ó.H.�lFIweÄ=�ÜPìÓK{G�lxyL�Ê?H.��LQFI�I�K�QFIw�J3FIH��ì{5�Vl?xyFIw��VH.L9�QLQFIPVx
A,B

ë
A⊗B {GP�x}L�Ê?L�Ó=FIP�x]�B{µ���}{GLQF��QLB{GLQwyÅ"Pï�VH.LVwyF�Ó.�lÅ�J3H.LQ��{�ë�x}�}{e�"FI�yw&H.P.F×Ê?ÅTH.Ó.H.�lF�F?x]�QF
xy��{5NOFÎxDÓ=Å"LQPVx}LQ�Q��~
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